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ñòàðøèé âèêëàäà÷ êàôåäðè ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó òà äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü Äîíåöüêîãî
íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó

ÊËÀÑÈÔIÊÀÖIß ÊÂÀÇIÃÐÓÏÎÂÈÕ ÔÓÍÊÖIÉÍÈÕ ÐIÂÍßÍÜ ÒÈÏÓ (3; 3; 0)

Ó äàíié ñòàòòi ñèñòåìàòèçîâàíî ðåçóëüòàòè êëàñèôiêàöi¨ óçàãàëüíåíèõ êâàçiãðóïîâèõ ôóíêöiéíèõ
ðiâíÿíü âiä äâîõ, òðüîõ òà ÷îòèðüîõ ôóíêöiéíèõ çìiííèõ. Êëàñèôiêîâàíî óçàãàëüíåíi êâàçiãðóïîâi ôóí-
êöiéíi ðiâíÿííÿ òèïó (3;3;0), â ðåçóëüòàòi îòðèìàíî 6 êëàñiâ, ÷àñòêîâî âñòàíîâëåíà ïîïàðíà ïàðàñòðîôíî-
ïåðâèííà íåðiâíîñèëüíiñòü ïðåäñòàâíèêiâ êëàñiâ, à îòæå i ñàìèõ êëàñiâ.

Òîòîæíîñòi, ÿêi âèçíà÷àþòü îáîðîòíó ôóíêöiþ (êâàçiãðóïó) íàçèâàþòüñÿ ïåðâèííèìè, âiäïîâiäíî
ïåðåòâîðåííÿ ôóíêöiéíèõ ðiâíÿíü çà äîïîìîãîþ öèõ òîòîæíîñòåé íàçèâàþòü òàêîæ ïåðâèííèìè. Äâà
ôóíêöiéíi ðiâíÿííÿ íàçèâàþòü ïåðâèííî (ïàðàñòðîôíî) ðiâíîñèëüíèìè, ÿêùî âiä îäíîãî äî iíøîãî ìî-
æíà ïåðåéòè çà äîïîìîãîþ ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çàñòîñóâàíü ïåðâèííèõ ïåðåòâîðåíü. Òèïîì (ïðåäìåòíèì
òèïîì) ôóíêöiéíîãî ðiâíÿííÿ âiä k ïðåäìåòíèõ çìiííèõ íàçèâà¹ìî íàáið m1,m2, . . . ,mk , äå mi êiëüêiñòü
ïîÿâ ó ðiâíÿííi i -òî¨ ïðåäìåòíî¨ çìiííî¨.

Êëþ÷îâi ñëîâà: êâàçiãðóïà, îáîðîòíà ôóíêöiÿ, ïàðàñòðîô, òîòîæíiñòü, ôóíêöiéíå ðiâíÿííÿ,
ïåðâèííå ïåðåòâîðåííÿ, ïàðàñòðîôíî-ïåðâèííà ðiâíîñèëüíiñòü.

Âñòóï
Âèâ÷åííÿ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöiéíèõ ðiâíÿíü íàä ìíîæèíîþ îáîðîòíèõ äâîìiñíèõ ôóíêöié (êâàçiãðó-

ïîâèõ áiíàðíèõ îïåðàöié) äîâiëüíî¨ ìíîæèíè, ÿê ñêií÷åííî¨ òàê i íåñêií÷åííî¨, ñïðè÷èíåíî çàñòîñóâàííÿìè
â ìàòåìàòè÷íié ëîãiöi, òåîði¨ êîäóâàííÿ, óíiâåðñàëüíié àëãåáði, ãåîìåòði¨, òåîði¨ ïëàíóâàííÿ åêñïåðèìåíòiâ
òîùî (äèâ. [1], [3], [11], [22]).

Â ñòàòòi äîñëiäæóþòüñÿ ëèøå ôóíêöiéíi ðiâíÿííÿ (çàãàëüíå îçíà÷åííÿ ôóíêöiéíîãî ðiâíÿííÿ íàâå-
äåíî ß. Àöåëåì [3]), êîæíå ç ÿêèõ ¹ ðiâíiñòþ äâîõ òåðìiâ äðóãîãî ïîðÿäêó, ùî ìiñòÿòü ëèøå ïðåäìåòíi
òà ôóíêöiéíi çìiííi, ïðè÷îìó âñi ïðåäìåòíi çìiííi çâ'ÿçàíi êâàíòîðîì çàãàëüíîñòi òà çàäîâîëüíþòü òàêèì
÷îòèðüîì óìîâàì:
1) ôóíêöiéíi çìiííi ïîïàðíî ðiçíi (òàêi ðiâíÿííÿ íàçèâàþòü óçàãàëüíåíèìè);
2) íå ìàþòü íi ôóíêöiéíèõ, íi ïðåäìåòíèõ ñòàëèõ;
3) êîæíà ïðåäìåòíà çìiííà ìà¹ ïðèíàéìíi äâi ïîÿâè;
4) êîæíà ôóíêöiéíà çìiííà ¹ áiíàðíîþ, òîáòî íàáóâà¹ çíà÷åíü â ìíîæèíi äâîìiñíèõ îáîðîòíèõ ôóíêöié
(òàêi ðiâíÿííÿ íàçèâàþòü êâàçiãðóïîâèìè). Íàãàäà¹ìî, ùî äâîìiñíà ôóíêöiÿ (áiíàðíà îïåðàöiÿ) íàçèâà¹-
òüñÿ îáîðîòíîþ (êâàçiãðóïîâîþ), ÿêùî âîíà îáîðîòíà ïî êîæíié ñâî¨é çìiííié.

Äëÿ êëàñèôiêàöi¨ êâàçiãðóïîâèõ ôóíêöiéíèõ ðiâíÿíü âèêîðèñòîâó¹ìî ïàðàñòðîôíî-ïåðâèííó åêâiâà-
ëåíòíiñòü, îçíà÷åííÿ ÿêî¨ ñôîðìóëüîâàíå Ô. Ñîõàöüêèì [20] òà óòî÷íåíå À. Êðàï¹æåì [16]. Íàãàäà¹ìî,
ùî ôóíêöiéíi ðiâíÿííÿ íàçèâàþòüñÿ ïàðàñòðîôíî-ïåðâèííî ðiâíîñèëüíèìè (ïåðøèé òåðìií ïàðàñòðîôíî-
ðiâíîñèëüíèìè [20]), ÿêùî îäíå ðiâíÿííÿ ç iíøîãî ìîæíà îòðèìàòè çà ñêií÷åííó êiëüêiñòü ïåðåéìåíóâàíü
ôóíêöiéíèõ i ïðåäìåòíèõ çìiííèõ òà çàñòîñóâàíü ðiâíîñòåé:

F (ℓF (x, y), y) = x, F (x, rF (x, y)) = y, rF (rF ) = F, ℓF (ℓF ) = F,

ÿêi âèêîíóþòüñÿ äëÿ âñiõ çíà÷åíü ïðåäìåòíèõ çìiííèõ x , y òà äëÿ âñiõ çíà÷åíü ôóíêöiéíî¨ çìiííî¨ F â
ìíîæèíi äâîìiñíèõ îáîðîòíèõ ôóíêöié.

Â. Áiëîóñîâ [7], À. ×åáàí [9], ß. Äóïëàê [10] â îñíîâíîìó äîñëiäæóâàëè êâàäðàòè÷íi ðiâíÿííÿ, òîá-
òî òi, â ÿêèõ êîæíà ïðåäìåòíà çìiííà ìà¹ òî÷íî äâi ïîÿâè. Ïðîòå, ç îãëÿäó íà çàñòîñóâàííÿ, âåëèêèé
iíòåðåñ âèêëèêàþòü i íåêâàäðàòè÷íi êâàçiãðóïîâi ôóíêöiéíi ðiâíÿííÿ. Êëàñèôiêàöi¹þ íåêâàäðàòè÷íèõ
êâàçiãðóïîâèõ ðiâíÿíü çàéìàëèñÿ Â. Áiëîóñîâ [6], À. ×åáàí[8], Ô. Ñîõàöüêèé [19], Ð. Êîâàëü [12]. Çîêðåìà,
Ð. Êîâàëü [12] êëàñèôiêóâàëà ç òî÷íiñòþ äî ïàðàñòðîôíî-ïåðâèííî¨ ðiâíîñèëüíîñòi óçàãàëüíåíi ôóíêöiéíi
ðiâíÿííÿ âiä äâîõ, òðüîõ òà ÷àñòêîâî ÷îòèðüîõ ôóíêöiéíèõ çìiííèõ, ÿêi ìàþòü äâi ïðåäìåòíèõ çìiííèõ
ç ðiçíîþ êiëüêiñòþ ¨õ ïîÿâ. Ñ. Êðñòi÷ [18], À. Êðàï¹æ [16] ðîçãëÿäàëè êëàñèôiêàöiþ êâàçiãðóïîâèõ ôóí-
êöiéíèõ ðiâíÿíÿíü âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîäè òåîði¨ ãðàôiâ, òîáòî âèâ÷åííÿ ðiçíèõ ãðàôiâ, äå âåðøèíàìè
âiäïîâiäíèõ ãðàôiâ ¹ ôóíêöiéíi çìiííi, à ðåáðàìè ãðàôiâ ¹ � ïðåäìåòíi çìiííi.

Â çàëåæíîñòi âiä êiëüêîñòi ïîÿâ ðiçíèõ ïðåäìåòíèõ çìiííèõ ó ôóíêöiéíîìó ðiâíÿííi âèêîðèñòîâó¹òüñÿ
ïîíÿòòÿ ïðåäìåòíîãî òèïó. Â [13] ñèñòåìàòèçîâàíî ðåçóëüòàòè êëàñèôiêàöiþ òà ðîçâ'ÿçóâàííÿ óçàãàëü-
íåíèõ êâàçiãðóïîâèõ ôóíêöiéíèõ ðiâíÿíü òèïó (2; 2) , (3; 2) òà êëàñèôiêîâàíî óçàãàëüíåíi êâàçiãðóïîâi
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ôóíêöiéíi ðiâíÿííÿ òèïó (4; 2; 0) âiä ÷îòèðüîõ ôóíêöiéíèõ çìiííèõ (â ìàòåðiàëàõ ñòàòòi [13] âæèâà¹òüñÿ
òèï (4; 2) ).

Ìåòîþ äàíî¨ ñòàòòi ¹ äîñëiäæåííÿ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöiéíèõ ðiâíÿíü âiä äâîõ, òðüîõ òà ÷îòèðüîõ
ôóíêöiéíèõ çìiííèõ, ¨õ êëàñèôiêàöi¨ íà íåïåðåõðåñíi êëàñè.

Çàâäàííÿ äàíîãî äîñëiäæåííÿ: êëàñèôiêóâàòè çàãàëüíi ôóíêöiéíi ðiâíÿííÿ òèïó (3;3;0) òà ñèñòåìà-
òèçóâàòè ðåçóëüòàòè ç êëàñèôiêàöi¨ ôóíêöiéíèõ ðiâíÿíü ìàëî¨ äîâæèíè çà ôóíêöiéíèìè çìiííèìè. Âñüîãî
òàêèõ ðiâíÿíü ç òî÷íiñòþ äî ïåðâèííî¨ ðiâíîñèëüíîñòi çíàéäåíî 6.

Äîïîìiæíi ïîíÿòòÿ òà ðåçóëüòàòè
Â ñòàòòi ðîçãëÿäàþòüñÿ îïåðàöi¨, ùî âèçíà÷åíi íà îäíié i òié æå ìíîæèíi, ÿêó íàçèâàòèìåìî áàçîâîþ,

(íîñi¹ì) i ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç Q . Îïåðàöiÿ f íàçèâà¹òüñÿ ëiâîîáîðîòíîþ, ÿêùî äîâiëüíèé ¨¨ ïðàâèé
çñóâ ¹ ïiäñòàíîâêîþ áàçîâî¨ ìíîæèíè. Iíàêøå êàæó÷è, ÿêùî ðiâíÿííÿ f(x; a) = b ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê
äëÿ âñiõ a , b iç Q . Ðîçâ'ÿçîê öüîãî ðiâíÿííÿ ïîçíà÷àþòü ÷åðåç ℓf(b; a) . Î÷åâèäíî, ùî ℓf ¹ áiíàðíîþ
îïåðàöi¹þ, ÿêó íàçèâàþòü ëiâèì äiëåííÿì îïåðàöi¨ f i âèêîíóþòüñÿ ïåðøà òà äðóãà òîòîæíîñòi ç

f(ℓf(x; y); y) = x, ℓf(f(x; y); y) = x,

f(x; rf(x; y)) = y, rf(x; f(x; y)) = y.
(1)

Àíàëîãi÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ ïðàâîîáîðîòíà îïåðàöiÿ i ïðàâå äiëåííÿ rf , äëÿ ÿêîãî âèêîíóþòüñÿ òðåòÿ i
÷åòâåðòà ðiâíîñòi iç (1).

Ôóíêöiÿ f íàçèâà¹òüñÿ îáîðîòíîþ àáî êâàçiãðóïîâîþ, ÿêùî âîíà ¹ ïðàâîîáîðîòíîþ i ëiâîîáîðîòíîþ.
Ïðè öüîìó òîòîæíîñòi (1) íàçèâàþòüñÿ âèçíà÷àëüíèìè àáî ïåðâèííèìè, à ãðóïî¨ä (Q; f) íàçèâà¹òüñÿ
êâàçiãðóïîþ.

Äëÿ áóäü-ÿêîãî σ ∈ S3 := {ι, s, ℓ, r, sℓ, sr} , äå s := (12) , ℓ := (13) , r := (23) , ôóíêöiÿ σf íàçèâà¹òüñÿ
σ -ïàðàñòðîôîì ôóíêöi¨ f , ÿêùî âîíà âèçíà÷à¹òüñÿ òàêèì ñïiââiäíîøåííÿì:

σf(x1σ;x2σ) = x3σ ⇐⇒ f(x1;x2) = x3.

ßêùî âñi ïàðàñòðîôè îáîðîòíî¨ ôóíêöi¨ çáiãàþòüñÿ, òî ôóíêöiÿ íàçèâà¹òüñÿ TS-êâàçiãðóïîþ. Äâî-
ìiñíà îáîðîòíà ôóíêöiÿ íàçèâà¹òüñÿ iäåìïîòåíòíîþ, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà x âèêîíó¹òüñÿ
f(x;x) = x . Iäåìïîòåíòíi TS-êâàçiãðóïè íàçèâàþòü êâàçiãðóïàìè Øòåéíåðà. Ëóïîþ íàçèâàþòü êâàçi-
ãðóïó ç îäèíè÷íèì åëåìåíòîì. Ëóïà Øòåéíåðà � öå TS-êâàçiãðóïà ç îäèíèöåþ, ïàðàñòðîôè ÿêî¨ ðiâíi
ìiæ ñîáîþ.

Ôóíêöiéíå ðiâíÿííÿ ðîçóìi¹òüñÿ ÿê ôîðìóëà, ÿêà ¹ ðiâíiñòþ äâîõ òåðìiâ, ùî ìiñòÿòü ëèøå ïðåäìå-
òíi òà ôóíêöiéíi çìiííi. Äî òîãî æ âñi ïðåäìåòíi çìiííi çâ'ÿçàíi êâàíòîðàìè çàãàëüíîñòi. Ïiä òèïîì
(ïðåäìåòíèì òèïîì) (m1;m2;m3) ôóíêöiéíîãî ðiâíÿííÿ ðîçóìi¹ìî êiëüêiñòü ïîâòîðåíü êîæíî¨ ðiçíî¨
ïðåäìåòíî¨ çìiííî¨. Çîêðåìà, òèï (3;3;0) îçíà÷à¹, ùî ôóíêöiéíå ðiâíÿííÿ ìîæå ìàòè ùîíàéáiëüøå òðè
ïðåäìåòíèõ çìiííèõ, â äàíîìó âèïàäêó ïåðøà i äðóãà çìiííà ìàþòü ïî òðè ïîÿâè, à òðåòÿ çìiííà íå ìà¹
æîäíî¨ ïîÿâè.

Ðîçâ'ÿçîê ôóíêöiéíîãî ðiâíÿííÿ � öå ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié (îïåðàöié), ùî âèçíà÷åíi íà ìíîæèíi,
ÿêà ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè çàìiñòü ôóíêöiéíèõ çìiííèõ ¨õ çíà÷åíü iç ïîñëiäîâíîñòi ïðè ëåêñèêîãðàôi÷íîìó ïî-
ðÿäêó, ïåðåòâîðþ¹ äàíå ðiâíÿííÿ â iñòèííå âèñëîâëåííÿ. Ëåêñèêîãðàôi÷íèé ïîðÿäîê ïðåäìåòíèõ çìiííèõ
îçíà÷à¹, ùî ¨õ ïîÿâè çàïèñóþòüñÿ âiäïîâiäíî äî àëôàâiòíîãî ïîðÿäêó çìiííèõ.

Äâà ôóíêöiéíèõ ðiâíÿííÿ íàçèâàþòü ðiâíîñèëüíèìè íà ìíîæèíi, ÿêùî âîíè ìàþòü îäíàêîâi ìíîæèíè
ðîçâ'ÿçêiâ íà öié ìíîæèíi. Äâà ôóíêöiéíèõ ðiâíÿííÿ íàçèâàþòü ðiâíîñèëüíèìè, ÿêùî âîíè ðiâíîñèëüíi
íà êîæíié ìíîæèíi.

Îçíà÷åííÿ 1. ([20]) Äâà ôóíêöiéíèõ ðiâíÿííÿ íàçèâàþòüñÿ ïàðàñòðîôíî-ïåðâèííî ðiâíîñèëüíèìè,
ÿêùî îäíå ç iíøîãî ìîæíà îòðèìàòè çà ñêií÷åííó êiëüêiñòü çàñòîñóâàíü òàêèõ ïàðàñòðîôíî-
ïåðâèííèõ ïåðåòâîðåíü:
1) ïåðåéìåíóâàííÿ ïðåäìåòíèõ çìiííèõ;
2) ïåðåéìåíóâàííÿ ôóíêöiéíèõ çìiííèõ;
3) ïåðåòâîðåííÿ çà êîìóòóâàííÿì: çàìiíà ïiäòåðìà âèäó F (ω, υ) òåðìîì sF (υ, ω) ;
4) ïåðåòâîðåííÿ çà çîâíiøíiì äiëåííÿì: ïåðåõiä âiä ðiâíîñòi âèäó
F1(ω1, ω2) = F2(υ1, υ2) äî ðiâíîñòi rF1(ω1, F2(υ1, υ2)) = ω2 ;
5) ïåðåòâîðåííÿ çà âíóòðiøíiì ïðàâèì (ëiâèì) äiëåííÿì ÷åðåç çìiííó x : çàìiíà ïiäòåðìà F (x, ω) íà
x i îäíî÷àñíî çàìiíà âñiõ iíøèõ ïîÿâ çìiííî¨ x òåðìîì rF (x, ω) (çàìiíà ïiäòåðìà F (ω, x) íà x i
îäíî÷àñíî çàìiíà âñiõ iíøèõ ïîÿâ çìiííî¨ x òåðìîì ℓF (ω, x) ), ÿêùî x íå ìà¹ ïîÿâè â òåðìi ω ;
6) çàìiíà ÷àñòèí ðiâíÿííÿ: çàìiíà ðiâíÿííÿ ω = υ íà υ = ω .
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Äëÿ ñêîðî÷åíîãî çàïèñó ïàðàñòðîôíî-ïåðâèííó ðiâíîñèëüíiñòü ïîçíà÷àòèìåìî çíàêîì ≍ .
Ïåðåòâîðåííÿ çà êîìóòóâàííÿì, âíóòðiøí¹ äiëåííÿ íà ïiäòåðì ÷åðåç çìiííó òà çîâíiøí¹ äiëåííÿ íà

äåÿêèé ïiäòåðì íàçèâàþòü ïàðàñòðîôíî-ïåðâèííèìè ïåðåòâîðåííÿìè ðiâíÿííÿ. Äâà ðiâíÿííÿ íàçèâàþòü
ïàðàñòðîôíî-ïåðâèííî ðiâíîñèëüíèìè, ÿêùî îäíå ç iíøîãî ìîæíà îòðèìàòè çà ñêií÷åííó êiëüêiñòü êðîêiâ,
ïàðàñòðîôíî-ïåðâèííèõ ïåðåòâîðåíü àáî ïåðåéìåíóâàíü ïðåäìåòíèõ ÷è ôóíêöiéíèõ çìiííèõ [20].

Êàæóòü, ùî ðiâíÿííÿ ω = υ çâîäèòüñÿ äî ðiâíÿííÿ ω
′
= υ

′
, ÿêùî âiä îäíîãî äî iíøîãî ìîæíà

ïåðåéòè çà ñêií÷åííó êiëüêiñòü çàñòîñóâàíü ïàðàñòðîôíî-ïåðâèííèõ ïåðåòâîðåíü 1)-6).

Ëåìà 1. ([12]) ßêùî óçàãàëüíåíi ôóíêöiéíi ðiâíÿííÿ ω = υ i ω
′
= υ

′
âiä n ïðåäìåòíèõ çìiííèõ òà m

ôóíêöiéíèõ çìiííèõ ¹ ïàðàñòðîôíî-ïåðâèííî ðiâíîñèëüíèìè, òî íà äîâiëüíié ìíîæèíi Q äëÿ äîâiëüíîãî
ðîçâ'ÿçêó (f1, . . . , fm) ðiâíÿííÿ ω = υ iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü ïåðåñòàíîâîê σ1, . . . , σm ìíîæèíè {1, 2, 3}
òà ïåðåñòàíîâêè τ ìíîæèíè {1, . . . ,m} òàêi, ùî âèáiðêà (σ1τ f1τ , . . . ,

σmτ fmτ ) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ
ω

′
= υ

′
.

Ç Ëåìè 1. âèïëèâà¹ òàêèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 1. ßêùî ôóíêöiéíi ðiâíÿííÿ ω = υ i ω
′
= υ

′
òèïó (3; 3; 0) ¹ ïàðàñòðîôíî-ïåðâèííî ðiâíî-

ñèëüíèìè, òî iñíóþòü ïåðåñòàíîâêè σ1, σ2, σ3, σ4 ìíîæèíè Q òà τ ç ìíîæèíè {1, 2, 3, 4} òàêi, ùî
äëÿ äîâiëüíîãî ðîçâ'ÿçêó (f1, f2, f3, f4) ðiâíÿííÿ ω = υ âèáiðêà (σ1τ f1τ ,

σ2τ f2τ ,
σ3τ f3τ ,

σ4τ f4τ ) ¹ ðîçâ'ÿçêîì
ðiâíÿííÿ ω

′
= υ

′
.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè
Â öié ÷àñòèíi ñòàòòi ñèñòåìàòèçîâàíî ðåçóëüòàòè êëàñèôiêàöié óçàãàëüíåíèõ êâàçiãðóïîâèõ ôóí-

êöiéíèõ ðiâíÿíü âiä äâîõ, òðüîõ òà ÷îòèðüîõ ôóíêöiéíèõ çìiííèõ. Êëàñèôiêîâàíî óçàãàëüíåíi êâàçi-
ãðóïîâi ôóíêöiéíi ðiâíÿííÿ òèïó (3;3;0), â ðåçóëüòàòi çíàéäåíî 6 êëàñiâ, âñòàíîâëåíà ÷àñòêîâà ïîïàðíà
ïàðàñòðîôíî-ïåðâèííà íåðiâíîñèëüíiñòü ïðåäñòàâíèêiâ êîæíîãî iç êëàñiâ.

Ñèñòåìàòèçàöiÿ ðåçóëüòàòiâ êëàñèôiêàöi¨
Â öié ÷àñòèíi ñòàòòi ñèñòåìàòèçîâàíî êëàñèôiêàöi¨ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöiéíèõ ðiâíÿííü âiä äâîõ, òðüîõ

òà ÷îòèðüîõ ôóíêöiéíèõ çìiííèõ i âñåìîæëèâèìè ïîÿâàìè ïðåäìåòíèõ çìiííèõ. Îñêiëüêè ôóíêöiéíi ðiâíÿ-
ííÿ êâàçiãðóïîâi, òî êîæíà ïðåäìåòíà çìiííà ìà¹ ïðèíàéìíi äâi ïîÿâè. Çâiäñè âèïëèâà¹ òàêå çàóâàæåííÿ.

Çàóâàæåííÿ 1. ßêùî ôóíêöiéíå ðiâíÿííÿ ìà¹ ëèøå îäíó ïîÿâó îäíi¹¨ iç ïðåäìåòíèõ çìiííèõ i òàêå
ðiâíÿííÿ ìà¹ ðîçâ'ÿçîê íà ìíîæèíi îáîðîòíèõ ôóíêöié äåÿêî¨ áàçîâî¨ ìíîæèíè, òî öÿ ìíîæèíà ¹
îäíîåëåìåíòíîþ.

Ðiâíÿííÿ âiä îäíi¹¨ ôóíêöiéíî¨ çìiííî¨. Â òàêîìó ðiâíÿííi òðè ïîÿâè ïðåäìåòíèõ çìiííèõ. Iç Çàóâà-
æåííÿ 1. âèïëèâà¹, ùî âñi ïðåäìåòíi çìiííi çáiãàþòüñÿ. Îòæå, óçàãàëüíåíå êâàçiãðóïîâå áiíàðíå ôóíêöiéíå
ðiâíÿííÿ âiä îäíi¹¨ ôóíêöiéíî¨ çìiííî¨ ìà¹ âèãëÿä F (x;x) = x , ðîçâ'ÿçêîì ÿêîãî ¹ iäåìïîòåíòíi êâàçiãðóïè
i òiëüêè âîíè.

Ðiâíÿííÿ âiä äâîõ ôóíêöiéíèõ çìiííèõ. ×àñòêîâî òàêi ðiâíÿííÿ ðîçãëÿäàëè Ð. Êîâàëü [12] òà
À.Êðàï¹æ [17]. Íà âiäìiíó íàçâàíèõ àâòîðiâ, òóò ïîäàíî ïîâíó êëàñèôiêàöiþ âñiõ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié-
íèõ ðiâíÿíü âiä äâîõ ôóíêöiéíèõ çìiííèõ, à ñàìå ìà¹ ìiñöå òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Ç òî÷íiñòþ äî ïàðàñòðîôíî-ïåðâèííî¨ ðiâíîñèëüíîñòi óçàãàëüíåíèõ êâàçiãðóïîâèõ ôóíêöié-
íèõ ðiâíÿíü âiä äâîõ ôóíêöiéíèõ çìiííèõ iñíó¹ òî÷íî òðè

F1(x;x) = F2(y; y), (2)

F1(x; y) = F2(x; y), (3)

F1(x;x) = F2(x;x). (4)

Äîâåäåííÿ. ßêùî îáèäâi ôóíêöiéíi çìiííi çíàõîäÿòüñÿ ïî îäíó ñòîðîíó ðiâíÿííÿ, òî ïîäiëèâøè çîâ-
íiøíiì äiëåííÿ íà îäíó ç íèõ, îòðèìà¹ìî ïåðâèííî-ðiâíîñèëüíå ðiâíÿííÿ, â ÿêîìó ôóíêöiéíi çìiííi çíà-
õîäÿòüñÿ ïî ðiçíi ñòîðîíè ðiâíÿííÿ. Íàïðèêëàä, íåõàé ìà¹ìî ðiâíÿííÿ

F1(F2(x;x);x) = x

Ïîäiëèìî çîâíi íà ôóíêöiþ F1 òà ïîìiíÿ¹ìî ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ ìiñöÿìè, â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ

F1(x;x) = F2(x;x).
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Ó ðiâíÿííÿõ, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâi òåîðåìè, ïðåäìåòíèõ çìiííèõ ¹ ÷îòèðè ïîÿâè. Iç çàóâàæåííÿ 1 âè-
ïëèâà¹, ùî âñüîãî ïðåäìåòíèõ çìiííèõ ìîæå áóòè îäíà àáî äâi. ßêùî ïðåäìåòíà çìiííà îäíà, òî ðiâíÿííÿ
ìà¹ ïðåäìåòíèé òèï (4; 0) i òàêå ðiâíÿííÿ ìà¹ âèãëÿä (4). ßêùî ïðåäìåòíèõ çìiííèõ äâi, òî ðiâíÿííÿ
ìà¹ òèï (2; 2) . ßêùî îäíàêîâi ïðåäìåòíi çìiííi çíàõîäÿòüñÿ ïî îäíó ñòîðîíó, òî ðiâíÿííÿ ìà¹ âèãëÿä (2).
ßêùî âîíè çíàõîäÿòüñÿ ïî ðiçíi ñòîðîíè ðiâíÿííÿ, òî â ëiâié ÷àñòèíi ðiâíÿííÿ ïåðøó ïðåäìåòíó çìiííó
ïîçíà÷èìî ÷åðåç x , à äðóãó ÷åðåç y . Òàêèõ ðiâÿíü ìîæå áóòè äâà: (3) òà

F1(x; y) = F2(y;x),

àëå öå ðiâíÿííÿ çâîäèòüñÿ êîìóòóâàííÿì äî ðiâíÿííÿ (3).
Ïîêàæåìî, ùî âñi ðiâíÿííÿ ç óìîâè òåîðåìè ïîïàðíî ïàðàñòðîôíî-ïåðâèííî íåðiâíîñèëüíi. Ðîçãëÿ-

íåìî ðiâíÿííÿ (2) i (3). Íåõàé f � äîâiëüíà êâàçiãðóïà, ÿêà íå ìà¹ íi ëiâîãî, íi ïðàâîãî, íi ñåðåäíüî-
ãî íåéòðàëüíîãî åëåìåíòiâ (îçíà÷åííÿ íåéòðàëüíèõ åëåìåíòiâ äèâ. [21]) i ïàðà òàêèõ êâàçiãðóï (f, f) ¹
ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (3). Ïðèêëàäîì ¹ êâàçiãðóïà, ÿêà íå ¹ ëóïîþ, íàïðèêëàä f(x; y) = 2x+ 3y íàä Z7 .
ßêùî (2) ≍ (3), òî çãiäíî Ëåìè 1. äëÿ äåÿêèõ σ , τ ïàðà êâàçiãðóï (σf, τf) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (2).
Àëå öå íåìîæëèâî, îñêiëüêè ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (2) ìàþòü íåéòðàëüíi åëåìåíòè. Ïðîòèði÷÷ÿ äîâîäèòü,
ùî ðiâíÿííÿ (2) i (3) ïàðàñòðîôíî-ïåðâèííî íåðiâíîñèëüíi.

Íåõàé f � äîâiëüíà iäåìïîòåíòíà êâàçiãðóïà, òîäi (f, f) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (4). ßêùî (2) ≍ (4),
òî çãiäíî Ëåìè 1. äëÿ äåÿêèõ σ , τ ïàðà êâàçiãðóï (σf, τf) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (2). Îñêiëüêè σf ,
τf òàêîæ iäåìïîòåíòíi êâàçiãðóïè, òî iç (2) âèïëèâà¹, ùî x = y , òîáòî áàçîâà ìíîæèíà îäíîåëåìåíòíà.
Îòðèìàíå ïðîòèði÷÷ÿ ïîêàçó¹, ùî ðiâíÿííÿ (2) i (4) ïàðàñòðîôíî-ïåðâèííî íåðiâíîñèëüíi.

Íåõàé ìà¹ìî ïàðó íåïàðàñòðîôíèõ êâàçiãðóï f1 , f2 , â ÿêèõ îäíàêîâi ãîëîâíi äiàãîíàëi. Òîäi (f1, f2)
¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (4). ßêùî (3) ≍ (4), òî çãiäíî Ëåìè 1. äëÿ äåÿêèõ σ , τ ïàðà êâàçiãðóï (σf1,

τf2)
¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (3). Ïiäñòàâèâøè öi ðîçâ'ÿçêè ó ðiâíÿííÿ (3), â îáîõ âèïàäêàõ îòðèìó¹ìî, ùî öi
êâàçiãðóïè ïàðàñòðîôíi, ùî ñóïåðå÷èòü ¨õ âèáîðó. Îäíèì iç ïðèêëàäiâ òàêèõ êâàçiãðóï ¹ f1(x; y) = 2x+3y
òà f2(x; y) = x + 4y íàä Z7 , ÿêà íåìà¹ íåéòðàëüíèõ åëåìåíòiâ Îòæå, ðiâíÿííÿ (3) i (4) ïàðàñòðîôíî-
ïåðâèííî íåðiâíîñèëüíi. 2

Ðiâíÿííÿ âiä òðüîõ ôóíêöiéíèõ çìiííèõ. Ðîçãëÿíåìî óçàãàëüíåíi êâàçiãðóïîâi ôóíêöiéíi ðiâ-
íÿííÿ, â ÿêèõ òðè ôóíêöiéíèõ çìiííèõ. ßêùî âñi ôóíêöiéíi çìiííi çíàõîäÿòüñÿ â îäíié ÷àñòèíi ðiâíÿííÿ,
òî ïåðåõîäÿ÷è äî ïàðàñòðîôiâ, îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ, â ÿêîìó äâi ôóíêöiéíi çìiííi çëiâà, à îäíà � ñïðàâà.
Îñêiëüêè ðiâíÿííÿ áiíàðíi, òî âñüîãî íåçàëåæíèõ ïðåäìåòíèõ çìiííèõ ìîæå áóòè ï'ÿòü. Òîìó òàêi ðiâíÿ-
ííÿ ìîæóòü ìàòè îäíó àáî äâi íåçàëåæíèõ ïðåäìåòíèõ çìiííèõ. Îòæå, ðiâíÿííÿ ìîæóòü áóòè îäíîãî iç
òàêèõ äâîõ òèïiâ: (5; 0) , (3; 2) .

Ëåãêî áà÷èòè, ùî ðiâíÿííÿ òèïó (5; 0) ìà¹ âèãëÿä:

F1(x;F2(x;x))) = F3(x;x).

Óçàãàëüíåíi ôóíêöiéíi ðiâíÿííÿ âiä òðüîõ ôóíêöiéíèõ çìiííèõ òèïó (3; 2) äîñëiäæóâàëà Ð. Êî-
âàëü [12], ÿêà âñòàíîâèëà, ùî ç òî÷íiñòþ äî ïàðàñòðîôíî-ïåðâèííî¨ ðiâíîñèëüíîñòi ¨õ ¹ òî÷íî òðè:

F1(x;F2(x; y))) = F3(x; y);

F1(F2(x;x); y)) = F3(x; y); F1(F2(x;x);x) = F3(y; y).

Ðîçâ'ÿçêè öèõ òðüîõ ðiâíÿíü îïèñàíî àâòîðîì [13]. Ïåðøå ðiâíÿííÿ çíàéäåíå Â.Ä. Áiëîóñîâèì [4], íèì
æå îïèñàíà êëàñèôiêàöiÿ òîòîæíîñòåé ç äàíîãî êëàñó ç óìîâàìè, êîëè âñi ôóíêöiéíi çìiííi ó ðiâíÿííi ¹
ïàðàñòðîôàìè îäíi¹¨ é òi¹¨ æ ôóíêöi¨.

Ç âèùå âèêëàäåíîãî âèïëèâà¹ òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 1. Óçàãàëüíåíèõ êâàçiãðóïîâèõ ôóíêöiéíèõ ðiâíÿíü âiä òðüîõ ôóíêöiéíèõ çìiííèõ ç òî-
÷íiñòþ äî ïàðàñòðîôíî-ïåðâèííî¨ ðiâíîñèëüíîñòi iñíó¹ ïðèíàéìíi ÷îòèðè: îäíå ðiâíÿííÿ òèïó (5; 0) i
òðè ðiâíÿííÿ òèïó (3; 2) .

Ðiâíÿííÿ âiä ÷îòèðüîõ ôóíêöiéíèõ çìiííèõ
Ðîçãëÿíåìî óçàãàëüíåíi êâàçiãðóïîâi ôóíêöiéíi ðiâíÿííÿ, â ÿêèõ ÷îòèðè ôóíêöiéíèõ çìiííèõ. Îñêiëü-

êè ðiâíÿííÿ áiíàðíi, òî âñüîãî íåçàëåæíèõ ïðåäìåòíèõ çìiííèõ ìîæå áóòè øiñòü. Òîìó òàêi ðiâíÿííÿ
ìîæóòü ìàòè îäíó, äâi, àáî òðè íåçàëåæíèõ ïðåäìåòíèõ çìiííèõ. Îòæå, ðiâíÿííÿ ìîæóòü áóòè îäíîãî iç
òàêèõ ÷îòèðüîõ òèïiâ: (6; 0; 0) , (4; 2; 0) , (3; 3; 0) , (2; 2; 2) .

Âðàõîâóþ÷è ðiçíi ðîçòàøóâàííÿ äóæîê òà çîâíiøí¹ äiëåííÿ òåðìiâ, ëåãêî áà÷èòè, ùî ðiâíÿííÿ òèïó
(6; 0; 0) ç òî÷íiñòþ äî ïàðàñòðîôíî-ïåðâèííî¨ ðiâíîñèëüíîñòi ìîæóòü ìàòè ïðèíàéìíi îäèí iç âèãëÿäiâ:

F1(x;F2(x;x))) = F3(x;F4(x;x)), F1(F2(x;x);F3(x;x)) = F4(x;x).
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Â [13] äîñëiäæåíî óçàãàëüíåíi ôóíêöiéíi ðiâíÿííÿ âiä ÷îòèðüîõ ôóíêöiéíèõ çìiííèõ òèïó (4; 2; 0) ,
îïèñàíî ¨õ ðîçâ'ÿçêè i âñòàíîâëåíî, ùî ç òî÷íiñòþ äî ïàðàñòðîôíî-ïåðâèííî¨ ðiâíîñèëüíîñòi ¨õ ¹ òî÷íî
øiñòü:

F1(x; y) = F2(x;F3(x;F4(x; y))), F1(y; y) = F2(F3(x;x);F4(x;x)),

F1(x;x) = F2(y;F3(y;F4(x;x))), F1(y; y) = F2(x;F3(x;F4(x;x))),

F1(x;x) = F2(F3(x; y);F4(x; y)), F1(x;x) = F2(x;F3(y;F4(x; y))).

Óçàãàëüíåíi ôóíêöiéíi ðiâíÿííÿ âiä ÷îòèðüîõ ôóíêöiéíèõ çìiííèõ òèïó (2; 2; 2) äîñëiäæåíî Ð. Êî-
âàëü [12] òà ñèñòåìàòèçîâàíî A. Êðàï¹æåì [15]. Âñüîãî òàêèõ ðiâíÿíü ç òî÷íiñòþ äî ïàðàñòðîôíî-ïåðâèííî¨
ðiâíîñèëüíîñòi ¹ òî÷íî ï'ÿòü:

F1(F2(x; y); z) = F3(x;F4(y; z))

F1(x;x) = F2(F3(y; y);F4(z; z)), F1(F2(x; y); z) = F3(F4(x; y); z),

F1(x;x) = F2(F3(y; z);F4(y; z)), F1(x;x) = F2(y;F3(y;F4(z; z))).

Ïåðøå ðiâíÿííÿ ¹ âiäîìèì óçàãàëüíåíèì ðiâíÿííÿì àñîöiàòèâíîñòi, éîãî ðîçâ'ÿçàâ Â. Ä. Áiëîóñîâ [5]. Òåî-
ðåìà ïðî éîãî ðîçâ'ÿçêè ìà¹ íàçâó �òåîðåìà ïðî ÷îòèðè êâàçiãðóïè�, ÿêà ç ïîâíèì äîâåäåííÿ îïóáëiêîâàíà
â [2]. Îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ, âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîäè òåîði¨ ãðàôiâ, çíàéøîâ i ðîçâ'ÿçàâ A. Êðàï¹æ [15]. Ðåøòó
ðiâíÿíü äîñëiäèëà Ð. Êîâàëü [12].

Êëàñèôiêàöiÿ ðiâíÿíü òèïó (3; 3; 0)

Â öüîìó ïóíêòi íàâåäåíî êëàñèôiêàöiþ óçàãàëüíåíèõ êâàçiãðóïîâèõ ôóíêöiéíèõ ðiâíÿíü òèïó (3;3;0).
Òàêîãî òèïó ðiâíÿííÿ äîñëiäæóâàëà Ð. Êîâàëü [12], äå íå ðîçðiçíÿâñÿ òèï ôóíêöiéíîãî ðiâíÿííÿ çà ïðå-
äìåòíèìè çìiííèìè i íå äîñëiäæóâàëàñÿ ïàðàñòðîôíî-ïåðâèííà íåðiâíîñèëüíiñòü ðiâíÿíü.

Òåîðåìà 2. Êîæíå óçàãàëüíåíå áiíàðíå êâàçiãðóïîâå ôóíêöiéíå ðiâíÿííÿ òèïó (3;3;0) ïàðàñòðîôíî-
ïåðâèííî ðiâíîñèëüíå îäíîìó ç ðiâíÿíü:

F1(x; y) = F2(F3(x; y);F4(x; y)), (5)

F1(x;F2(x; y)) = F3(F4(x; y); y), (6)

F1(x;F2(y; y)) = F3(x;F4(x; y)), (7)

F1(x; y) = F2(F3(x;x);F4(y; y)), (8)

F1(x;F2(x;x)) = F3(y;F4(y; y)), (9)

F1(x;F2(y; y)) = F3(y;F4(x;x)). (10)

Ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ öèìè ðiâíÿííÿìè âèðàæåíî â òàêié ïîñòiäîâíîñòi (5), (6)
?≍ (7), (9), (8)

?≍ (10),
äå âñi ïàðè ðiâíÿíü âèäiëåíi êîìàìè ïîïàðíî ïàðàñòðîôíî-ïåðâèííî íåðiâíîñèëüíi, à ïàðàñòðîôíî-
ïåðâèííà íåðiâíîñèëüíiòü ðiâíÿíü (6) i (7), (8) i (10) íåç'ÿñîâàíà.

Äîâåäåííÿ. Âñi ðiâíÿííÿ ðîçãëÿäà¹ìî ç òî÷íiñòþ äî êîìóòóâàííÿ ïiäòåðìiâ. Êîæíå ðiâíÿííÿ, ùî
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi òåîðåìè, ìà¹ ÷îòèðè ôóíêöiéíèõ çìiííèõ òà äâi ïðåäìåòíèõ çìiííèõ, êîæíà ç ÿêèõ
ìà¹ ïî òðè ïîÿâè. Ïðåäìåòíi çìiííi ïîçíà÷èìî ÷åðåç x òà y . Íàãàäà¹ìî, ÿêùî òåðì ìà¹ âèä F (x;x) , òî
éîãî íàçèâàþòü êâàäðàòîì. Îñêiëüêè ìiñöü ó ðiâíÿííi äëÿ ïðåäìåòíèõ çìiííèõ øiñòü, òî âñi òàêi ðiâíÿííÿ
ìîæíà ïîäiëèòè çà äîâæèíîþ ïiäòåðìiâ (äîâæèíîþ òåðìà íàçèâàþòü êiëüêiñòü ïîÿâ ïðåäìåòíèõ çìiííèõ â
öüîìó òåðìi, à äîâæèíîþ ðiâíÿííÿ íàçèâàþòü ñóìó äîâæèí ëiâî¨ i ïðàâî¨ ÷àñòèíè). Òîìó âñi òàêi ðiâíÿííÿ
çà äîâæèíîþ ìîæíà ïîäiëèòè íà òðè âèäè: 1 = 5 , 2 = 4 , 3 = 3 , äå m = n îçíà÷à¹, ùî ëiâà ÷àñòèíà
ðiâíÿííÿ ìà¹ m ïîÿâ ïðåäìåòíèõ çìiííèõ, à ïðàâà � n ïîÿâ. Âèä 3 = 3 , â ñâîþ ÷åðãó, ìà¹ âèãëÿä
1 + 2 = 1 + 2 , ÿêèé ïîäiëèìî çîâíi íà îäèíè÷íèé ïiäòåðì, îòðèìà¹ìî âèä 2 = 4 . Âèä 1 = 5 ìîæå
ìàòè âèãëÿäè 1 = 1 + 4 òà 1 = 2 + 3 . Ïåðøèé ïîäiëèìî çîâíi íà îäèíè÷íèé ïiäòåðì, à äðóãèé íà òåðì
äîâæèíè òðè, â îáîõ âèïàäêàõ îòðèìà¹ìî âèä 2 = 4 . Îòæå, âñi ôóíêöiéíi ðiâíÿííÿ òèïó (3;3;0) çâîäÿòüñÿ
äî ðiâíÿíü âèäó 2 = 4 , ÿêi çà ðîçòàøóâàííÿì äóæîê ìîæóòü ìàòè äâi ôîðìè:

2 = 2 + 2 (a); 2 = 1 + (1 + 2) (b).

Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî ôóíêöiéíi ðiâíÿííÿ, ÿêi íå ìàþòü êâàäðàòiâ. Îñêiëüêè êîæíà ïðåäìåòíà çìiííà
ìà¹ ïî òðè ïîÿâè, òî ïiäòåðìè äîâæèíè äâà ìàþòü ïîÿâè ðiçíèõ çìiííèõ, òîìó òàêå ðiâíÿííÿ ç ðîçòàøó-
âàííÿì äóæîê (a) ìà¹ âèãëÿä (5), à ç ðîçòàøóâàííÿì äóæîê (b) , ïîäiëèâøè çîâíi íà îäèíè÷íèé ïiäòåðì
ðiâíÿííÿ ìà¹ âèãëÿä (6).
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Íåõàé ðiâíÿííÿ ìà¹ îäèí êâàäðàò, ïîçíà÷èìî éîãî F (y; y) . Òîäi òàêèõ ðiâíÿíü ç ðîçòàøóâàííÿì
äóæîê (a) íåìà, à ðiâíÿííÿ ç ðîçòàøóâàííÿì äóæîê (b) , ïîäiëèâøè çîâíi íà îäèíè÷íèé ïiäòåðì, ìà¹
âèãëÿä (7).

Íåõàé ðiâíÿííÿ ìà¹ äâà êâàäðàòè, òîäi ðiâíÿííÿ ç ðîçòàøóâàííÿì äóæîê (a) ìà¹ âèãëÿä (8). Ñïðàâäi,
îñêiëüêè â ðiâíÿííi òðè òåðìè äîâæèíè äâà, i äâà êâàäðàòè, òî íåõàé îáèäâà êâàäðàòè ðîçòàøîâàíi â ïðàâié
÷àñòèíi ðiâíÿííÿ, òîìó ðiâíÿííÿ ìà¹ âèãëÿä (8). ßêùî êâàäðàòè ðîçòàøîâàíi ïî ðiçíi ñòîðîíè ðiâíÿííÿ,
òî çîâíi ïîäiëèìî íà iíøèé êâàäðàò i îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ (8). Ðiâíÿííü ç ðîçòàøóâàííÿì äóæîê (b) ç
äâîìà êâàäðàòàìè ìîæå áóòè äâà:

F1(x;x) = F2(x;F3(y;F4(y; y))), F1(x;x) = F2(y;F3(x;F4(y; y))).

Êîæíå ç íèõ ïîäiëèìî íà îäèíè÷íèé òåðì çîâíi, îòðèìà¹ìî âiäïîâiäíî ðiâíÿííÿ (9), (10).
Ïàðàñòðîôíó íåðiâíîñèëüíiñòü ðiâíÿíü (5)-(10) çîáðàçèìî ó âèãëÿäi òàáëèöi, â ÿêié â êîæíié iç êîìi-

ðîê íàâåäåìî ïðèêëàä êâàçiãðóïè, ùî äîâîäèòü ïàðàñòðîôíó íåðiâíîñèëüíiñòü ðiâíÿíü, íà ïåðåòèíi ÿêèõ
çíàõîäèòüñÿ äàíà êîìiðêà.

(6) (7) (8) (9) (10)

(5) Øòåéíåðà Øòåéíåðà Ïóíêò 1. Øòåéíåðà Ïóíêò 1.
(6) × Íå çíàéäåíî Øòåéíåðà Ïóíêò 2. Øòåéíåðà
(7) × × Øòåéíåðà Ïóíêò 2. Øòåéíåðà
(8) × × × Øòåéíåðà Íå çíàéäåíî
(9) × × × × Øòåéíåðà

Íåõàé (Q; ·) � äîâiëüíà íåîäíîåëåìåíòíà êâàçiãðóïà Øòåéíåðà, òîäi ÷åòâiðêà ôóíêöié (·, ·, ·, ·) ¹
ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿíü (5), (8), (10). Ñïðàâäi, ïiäñòàâèìî öþ ÷åòâiðêó ôóíêöié ó êîæíå ç öèõ ðiâíÿíü, îòðè-
ìà¹ìî ðiâíîñòi:

xy = xy · xy, xy = x2y2, xy2 = yx2,

ÿêi ¹ òîòîæíîñòÿìè â êâàçiãðóïi Øòåéíåðà.
Ïiäñòàâèìî ÷åòðiâêó ôóíêöié (·, ·, ·, ·) â êîæíå ç ðiâíÿíü (6), (7), (9), â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî âèêî-

íàííÿ âiäïîâiäíèõ òîòîæíîñòåé:

x · xy = xy · y, xy2 = x · xy, xx2 = yy2.

Öi òîòîæíîñòi ìîæëèâi ëèøå â îäíîåëåìåíòíèõ êâàçiãðóïàõ, òîìó çãiäíî Íàñëiäêó 1., ÷åòâiðêà êâàçiãðóï
(·, ·, ·, ·) íå ¹ ðîçâ'ÿçêîì æîäíîãî ç ðiâíÿíü (6), (7), (9). Öå äîâîäèòü ïîïàðíó ïàðàñòðîôíî-ïåðâèííó
íåðiâíîñèëüíiñòü âiäïîâiäíèõ ïàð ðiâíÿíü, íà ïåðåòèíi ÿêèõ â òàáëèöi çàïèñàíî �Øòåéíåðà�.

Ùîá óíèêíóòè ïîâòîðåíü ïîïàðíî¨ ïàðàñòðîôíî-ïåðâèííî¨ íåðiâíîñèëüíîñòi ðiâíÿíü, ó òàáëèöi âè-
êîðèñòîâó¹òüñÿ çíà÷îê × . Çàïèñè â òàáëèöi �Ïóíêò 1.� òà �Ïóíêò 2.� îçíà÷àþòü, ùî äîâåäåííÿ ïîïàðíî¨
ïàðàñòðîôíî-ïåðâèííî¨ íåðiâíîñèëüíîñòi âiäïîâiäíèõ ðiâíÿíü çíàõîäÿòüñÿ ó âiäïîâiäíèõ ÷àñòèíàõ äîâå-
äåííÿ òåîðåìè.

Ïóíêò 1. Ðîçãëÿíåìî ïàðàñòðîôíî-ïåðâèííó íåðiâíîñèëüíiñòü ïàð ðiâíÿíü (5), (8) òà (5), (10).
Íåõàé f � TS-êâàçiãðóïà, òîáòî σf = f äëÿ âñiõ σ ∈ S3 , h � äîâiëüíà iäåìïîòåíòíà íå TS-

êâàçiãðóïà. Òîäi ÷åòâiðêà ôóíêöié (f, h, f, f) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (5). Ïðèïóñòèìî, ùî (5) ≍ (8) òà
(5) ≍ (10). Òîäi, ç Íàñëiäêó 1. âèïëèâà¹, ùî ðîçâ'ÿçêîì (8) òà (10) ¹ ïðèíàéìíi îäíà iç ÷åòâiðîê ôóíêöié:

(σh, f, f, f); (f, σh, f, f); (f, f, σh, f); (f, f, f, σh) (11)

äëÿ äåÿêîãî σ ∈ S3 . Öå îçíà÷à¹ âèêîíàííÿ òîòîæíîñòåé äëÿ (8):

σh(x; y) = f(f(x;x); f(y; y)) (i), f(x; y) = σh(f(x;x); f(y; y)) (ii),

f(x; y) = f(σh(x;x); f(y; y)) (iii), f(x; y) = f(f(x;x); σh(y; y)) (iv)

òà äëÿ ðiâíÿííÿ (10):

σh(x; f(y; y)) = f(y; f(x;x)) (v), f(x; σh(y; y)) = f(y; f(x;x)) (vi),

f(x; f(y; y)) = σh(y; f(x;x)) (vii), f(x; f(y; y)) = f(y; σh(x;x)) (viii).

Äëÿ âèïàäêiâ (i), (ii), (v), (vii) , äîäàòêîâî ïðèïóñòèìî, ùî êâàçiãðóïà f � iäåìïîòåíòíà, òîáòî ¹ êâàçi-
ãðóïîþ Øòåéíåðà. Â óñiõ öèõ âèïàäêàõ îòðèìà¹ìî σh = f , ùî ñóïåðå÷èòü âèáîðó îïåðàöi¨ h , îñêiëüêè
âîíà íå TS.
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Ó ðåøòè âèïàäêàõ, äîäàòêîâî ââàæàòèìåìî, ùî f � ¹ ëóïîþ ç íåéòðàëüíèì åëåìåíòîì e , òîáòî
ëóïîþ Øòåéíåðà. Â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî òîòîæíîñòi:

f(x; y) = f(σh(x;x); e), f(x; y) = f(e; σh(y; y)),

f(x; σh(y; y)) = f(y; e), f(x; e) = f(y; σh(x;x)),

Ç êîæíî¨ iç öèõ ôîðìóë âèïëèâà¹, ùî áàçîâà ìíîæèíà îäíîåëåìåíòíà, ùî ñóïåðå÷èòü ¨¨ âèáîðó. Öi ïðî-
òèði÷÷ÿ äîâîäÿòü ïàðàñòðîôíî-ïåðâèííó íåðiâíîñèëüíiñòü ðiâíÿíü (5), (8) òà (5), (10).

Ïóíêò 2. Ðîçãëÿíåìî ïàðàñòðîôíî-ïåðâèííó íåðiâíîñèëüíiñòü ïàð ðiâíÿíü (6), (9) òà (7), (9).
Íà íåîäíîåëåìåíòíié ìíîæèíi Q ðîçãëÿíåìî îïåðàöiþ f � ëóïó Øòåéíåðà, h � êâàçiãðóïó Øòåéíå-

ðà. ×åòâiðêà ôóíêöié (f, h, f, h) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (9). Ñïðàâäi, êîëè ïiäñòàâèìî öþ ÷åòâiðêó ôóíêöié
â ðiâíÿííÿ (9), îòðèìà¹ìî âèêîíàííÿ òîòîæíîñòi.

Ïðèïóñòèìî, ùî (6) ≍ (9) òà (7) ≍ (9). Ç Íàñëiäêó 1. âèïëèâà¹, ùî ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿíü (6) òà (7)
áóäå ïðèíàéìíi îäíà iç ÷åòâiðîê ôóíêöié:

(h, h, f, f); (h, f, h, f); (h, f, f, h); (f, h, h, f); (f, h, f, h); (f, f, h, h). (12)

Öå îçíà÷à¹ âèêîíàííÿ âiäïîâiäíèõ òîòîæíîñòåé äëÿ (6):

(i1) : h(x, h(x; y)) = f(f(x; y); y); (i2) : h(x, f(x; y)) = h(f(x; y); y);

(i3) : h(x, f(x; y)) = f(h(x; y); y); (i4) : f(x, h(x; y)) = h(f(x; y); y);

(i5) : f(x, h(x; y)) = f(h(x; y); y); (i6) : f(x, f(x; y)) = h(h(x; y); y),

òà äëÿ ðiâíÿííÿ (7):

(i7) : h(x, h(y; y)) = f(x; f(x; y)); (i8) : h(x, f(y; y)) = h(x; f(x; y));

(i9) : h(x, f(y; y)) = f(x;h(x; y)); (i10) : f(x, h(y; y)) = h(x; f(x; y));

(i11) : f(x, h(y; y)) = f(x;h(x; y)); (i12) : f(x, f(y; y)) = h(x;h(x; y)).

Âèêîðèñòàâøè òîòàëüíó ñèìåòðè÷íiñòü êâàçiãðóïè h òà ëóïè f , ç êîæíî¨ çòîòîæíîñòåé (i1) , (i6) , (i7)
òà (i12) âèïëèâà¹ îäíîåëåìåíòíiñòü Q , ùî ñóïåðå÷èòü ¨¨ âèáîðó.

Òîòîæíîñòi (i2) , (i5) , (i8) , (i11) òàêîæ ñïðè÷èíþþòü îäíîåëåìåòíiñòü ìíîæèíè Q , äëÿ öüîãî
ñêîðîòèìî âiäïîâiäíî: â (i2) íà f(x; y) , â (i5) íà h(x; y) , â (i8) òà â (i11) ñêîðîòèìî íà x .

Â (i3) , (i4) , (i9) , (i10) ïîêëàäåìî x = y òà ñêîðèñòà¹ìîñÿ âëàñòèâîñòÿìè êâàçiãðóïè òà ëóïè
Øòåéíåðà â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî îäíó iç òîòîæíîñòåé:

h(x; e) = f(x;x) ÷è f(x;x) = h(e;x),

òîáòî h(x; e) = e àáî h(e;x) = e . Öå îçíà÷à¹, ùî áàçîâà ìíîæèíà Q îäíîåëåìåíòíà.
Îòðèìàíi ïðîòèði÷÷ÿ äîâîäÿòü ïàðàñòðîôíî-ïåðâèííó íåðiâíîñèëüíiñòü ðiâíÿíü (6) òà (9), (7) òà (9).

2

Âèñíîâêè
Â êëàñi äâîìiñíèõ îáîðîòíèõ ôóíêöié óçàãàëüíåíèõ ôóíêöiéíèõ ðiâíÿíü:

� âiä äâîõ ôóíêöiéíèõ çìiííèõ iñíó¹ òî÷íî òðè (îäíå ðiâíÿííÿ ïðåäìåòíîãî òèïó (4; 0) òà äâà ðiâíÿííÿ
òèïó (2; 2) );
� âiä òðüîõ ôóíêöiéíèõ çìiííèõ � ïðèíàéìíi ÷îòèðè (îäíå ðiâíÿííÿ òèïó (5; 0) òà òðè ðiâíÿííÿ ïðåäìå-
òíîãî òèïó (3; 2) );
� âiä ÷îòèðüîõ ôóíêöiéíèõ çìiííèõ � ïðèíàéìíi 19, ç íèõ ïðèíàéìíi äâà � òèïó (6; 0; 0) , òî÷íî øiñòü
ðiâíÿíü òèïó (4; 2; 0) , òî÷íî ï'ÿòü � òèïó (2; 2; 2) òà ïðèíàéìíi øiñòü ðiâíÿíü òèïó (3; 3; 0) .

Çíàéòè òà îïèñàòè ðîçâ'ÿçêè ôóíêöiéíèõ ðiâíÿíü ïðåäìåòíèõ òèïiâ (5; 0) , (6; 0; 0) òà (3; 3; 0)
¹ ïîäàëüøîþ ïåðñïåêòèâîþ äàíîãî äîñëiäæåííÿ. Íå ç'ÿñîâàíèì çàëèøà¹òüñÿ ïèòàííÿ ïàðàñòðîôíî-
ïåðâèííî¨ íåðiâíîñèëüíîñòi òàêèõ ïàð óçàãàëüíåíèõ ôóíêöiéíèõ ðiâíÿíü (6) i (7), (8) i (10).
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ÊËÀÑÑÈÔÈÊÀÖÈß ÊÂÀÇÈÃÐÓÏÏÎÂÛÕ ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ
ÒÈÏÀ (3; 3; 0)

Êðàéíè÷óê Ã.Â.
ÐÅÇÞÌÅ
Â äàííîé ñòàòüå ñèñòåìàòèçèðîâàíû ðåçóëüòàòû êëàññèôèêàöèè îáîáùåííûõ êâàçèãðóïïîâèõ ôóí-

êöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé îò äâóõ, òðåõ è ÷åòûðåõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ. Êëàññèôèöèðîâàíû îáîá-
ùåííûå êâàçèãðóïîâûå ôóíêöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ òèïà (3,3,0), â ðåçóëüòàòå ïîëó÷åíî 6 êëàññîâ, ÷àñòè-
÷íî óñòàíîâëåíà ïîïàðíàÿ ïàðàñòðîôíî-ïåðâè÷íàÿ íåðàâíîñèëüíîñòü ïðåäñòàâèòåëåé êëàññîâ, à ñëåäîâà-
òåëüíî è ñàìèõ êëàññîâ.
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Òîæäåñòâà îïðåäåëÿþùèå îáîðîòíóþ ôóíêöèþ (êâàçèãðóïïó) íàçûâàþòñÿ ïåðâè÷íûìè, ñîîòâåò-
ñòâåííî ïðåîáðàçîâàíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ ýòèõ òîæäåñòâ íàçûâàþòñÿ òàêæå ïåð-
âè÷íûìè. Äâà ôóíêöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ íàçûâàþòñÿ ïåðâè÷íî (ïàðàñòðîôíî) ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè
îò îäíîãî óðàâíåíèÿ ê äðóãîìó ìîæíî ïåðåéòè ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðèìåíåíèé ïåðâè÷íûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé. Òèïîì (ïðåäìåòíûì òèïîì) ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ îò k ïðåäìåòíûõ ïåðåìåííûõ íà-
çûâàåì íàáîð âõîæäåíèé m1,m2, . . . ,mk , ãäå mi êîëè÷åñòâî âõîæäåíèé â óðàâíåíèè i òîé ïðåäìåòíîé
ïåðåìåííîé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êâàçèãðóïïà, îáîðîòíàÿ ôóíêöèÿ, ïàðàñòðîô, òîæäåñòâî, ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíå-
íèå, ïåðâè÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïàðàñòðîôíî-ïåðâè÷íàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü.

A CLASSIFICATION OF QUASIGROUP FUNCTIONAL EQUATIONS OF THE TYPE
(3; 3; 0)

Krainichuk H.V.
SUMMARY
In this article, the results of the classi�cation of generalized quasigroup functional equations with two,

three, and four functional variables are systematized. Generalized quasigroup functional equations of the type
(3; 3; 0) are classi�ed, as a result, 6 classes are obtained. Pairwise parastrophically-primary non-equivalence of
representatives of classes, and therefore of the classes themselves, is partially established.

Identities that de�ne the inverse function (quasigroup) are called primary. Conversions of functional equati-
ons using these identities are also called primary. Two functional equations are called primarily (parastrophically)
equivalent, if you can go from one equation to another with the help of the �nite number of applications of
the primary transformations. A type (an individual type) of functional equation with k individual variables
is called a kit m1,m2, . . . ,mk , where mi is the number of occurrences in the equation i � this individual
variable.

Key words: quasigroup, invertible function, parastrophe, identitiy, functional equation, primary transformati-
on, parastrophivally-primary equivalence.
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