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Â ýòîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷a ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ íåãëàäêèìè îãðàíè-
÷åíèÿìè òèïà ðàâåíñòâà, âêëþ÷àÿ åùå íåôóíêöèîíàëüíîå îãðàíè÷åíèå òèïà êîíóñà. Ïîëó÷åíî ïðàâèëî
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Çäåñü ïðèíÿòû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
X∗ � ïðîñòðàíñòâî, ñîïðÿæåííîå êî ïðîñòðàíñòâó X.
cl{M} �çàìûêàíèå ìíîæåñòâà M.
< x∗, x > � çíà÷åíèå ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî ôóíêöèîíàëà x∗ ∈ X∗ íà ýëåìåíòå x ∈ X.
×åðåç KerA ≡ {x ∈ Ax = 0} îáîçíà÷àåòñÿ ÿäðî ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî îïåðàòîðà A : X −→ Y, à ÷åðåç
ImA îáîçíà÷àåòñÿ åãî îáðàç.
(KerA)⊥ ≡ {x∗ ∈ X∗/ < x∗, x >= 0, ∀x ∈ KerA} � àííóëÿòîð ïîäïðîñòðàíñòâà KerA.

Îïðåäåëåíèå 1. [7]. Âûïóêëûé êîíóñ KM (x0) íàçûâàåòñÿ êîíóñîì êàñàòåëüíûõ íàïðàâëåíûé ìíîæå-
ñòâà M â òî÷êå x0 , åñëè èç âêëþ÷åíèÿ x ∈ KM (x0) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ φ(λ) ,
÷òî

x0 + λx+ φ(λ) ∈M

ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ λ > 0 è λ−1φ(λ) → 0, êîãäà λ ↓ 0.

Îïðåäåëåíèå 2. [5]. Êîíóñ K íàçûâàåòñÿ øàòðîì â òî÷êå x0 ∈M, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå îòîáðà-
æåíèå r , îïðåäåëåííîå â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U íóëÿ, ÷òî

x0 + x+ r(x) ∈M, åñëè x ∈ K
∩
U è

r(x)

∥x∥
→ 0 ïðè x→ 0.

Øàòåð íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì, åñëè îòîáðàæåíèå r íåïðåðûâíî.

Â äàëüíåéøåì âàæíåéøèì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, äîêàçàííûì À. Àðóòþíîâûì â ñòàòüå [2].

Òåîðåìà 1. [2] (Êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè äëÿ êîíóñîâ). Ïóñòü

1. X− òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, Y è Z− áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, W− îêðåñòíîñòü òî÷êè
(x0, y0) â X × Y , K ⊆ Y - âûïóêëûé çàìêíóòûé êîíóñ è y0 ∈ K;

2. ψ− îòîáðàæåíèå èç W â Z, ψ(x0, y0) = 0. Îíî íåïðåðûâíî ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ â
íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè (x0, y0) ;

3. ñóùåñòâóåò òàêîé ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðòîð A : Y → Z , AK + Lin{Ay0} = Z (Óñëîâèå
Ðîáèíñîíà), ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäóòñÿ δ > 0 è îêðåñòíîñòü U(x0) îáëàäàþùèå òåì ñâîé-
ñòâîì, ÷òî èç óñëîâèÿ x ∈ U(x0) è íåðàâåíñòâ ∥y′ − y0∥ < δ, ∥y′′ − y0∥ < δ ñëåäóåò íåðàâåíñòâî:

∥ψ(x, y′)− ψ(x, y′′)−A(y′ − y′′)∥ < ε∥y′ − y′′∥.

Òîãäà íàéäóòñÿ ÷èñëî C > 0, îêðåñòíîñòü V òî÷êè x0 â X è íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå φ : V → K
òàêèå, ÷òî
a) ψ(x, φ(x)) = 0 ∀x ∈ V ;
b) ∥φ(x)− y0∥ 6 C∥ψ(x, y0)∥ ∀x ∈ V.
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Âåðíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü

1. X, Y áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, K ⊆ X -âûïóêëûé çàìêíóòûé êîíóñ; x0 ∈ K;

2. F (x) - îòîáðàæåíèå ñòðîãî äèôôåðåíöèðóåìî â x0, F (x0) = 0, F ′(x0)K = Y.

Òîãäà âûïóêëûé êîíóñ

L ≡ KerF ′(x0)
∩
K

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì øàòðîì äëÿ ìíîæåñòâà Ω ≡ K
∩
{x/F (x) = 0} â òî÷êå x0.

Proof. Ïðè ôèêñèðîâàííîì x ∈ L ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

ψ(x, r) ≡ F (x0 + x+ r) = 0.

Èìååì

1. ψ(0, 0) = 0;

2. îòîáðàæåíèå ψ íåïðåðûâíî â îêðåñòíîñòè (0, 0);

3. äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäþòñÿ δ > 0 è îêðåñòíîñòü U(0) îáëàäàþùèå òåì ñâîéñòâîì, ÷òî èç óñëîâèÿ
x ∈ U(0) ∩ P è íåðàâåíñòâ ∥r′∥ < δ, ∥r′′∥ < δ ñëåäóåò íåðàâåíñòâî:

∥ψ(x, r′)− ψ(x, r′′)− F ′(x0)(r
′ − r′′)∥ < ε∥r′ − r′′∥.

Ïîýòîìó âûïîëíåíû âñå ïðåäïîëîæåíèÿ òåîðåìû 1. Çíà÷èò, íàéäóòñÿ ÷èñëî C > 0, îêðåñòíîñòü V òî÷êè
x0 â X è íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå r : V → K òàêèå, ÷òî
a) ψ(x, r(x)) = 0 ∀x ∈ V ∩ L;
b) ∥r(x)∥ 6 C∥ψ(x, 0)∥ ∀x ∈ V ∩ L.
Ïîñêîëüêó

ψ(x, 0) = F (x0) + F ′(x0)x+ o(x) = o(x),

òî
∥r(x)∥ 6 C∥ψ(x, 0)∥ 6 C∥o(x)∥.

Ïîýòîìó
F (x0 + x+ r(x)) = 0, r(x) = o(x).

2

Îòñþäà ñëåäóåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, îáîáùàþùèé òåîðåìó Ëþñòåðíèêà î êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñ-
òâå [6].

Ñëåäñòâèå1. Ïóñòü âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ ïðåäûäóùåé òåîðåìû è x0 ∈ K. Òîãäà

L ≡ KerF ′(x0)
∩
K

ÿâëÿåòñÿ êîíóñîì êàñàòåëüíûõ íàïðàâëåíèé êî ìíîæåñòâó Ω ≡ K
∩
{x/F (x) = 0} â òî÷êå x0.

Proof. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü x0 ∈ P.
Òåïåðü ïðèìåíÿÿ âûøåóêàçàííóþ òåîðåìó ïîëó÷èì, ÷òî ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü V íóëÿ è îòîáðà-

æåíèå r : L ∩ V −→ K òàêèå, ÷òî

F (x0 + x+ r(x)) = 0, x ∈ L
∩
V.

Òàê êàê K - âûïóêëûé êîíóñ, òî äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ λ > 0 èìååì

x0 + λx0 + r(λx0) ∈ K.

Ñëåäîâàòåëüíî,
x0 + λx0 + r(λx0) ∈ Ω.

2

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó ñ îïåðàòîðíûìè îãðàíè÷åíèÿìè, âêëþ÷àÿ åùå íåôóíêöèîíàëüíîå îãðà-
íè÷åíèå.

f(x) −→ min, F (x) = 0, x ∈ K.
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Òåîðåìà 3. Ïóñòü

1. x0 - ðåøåíèå âûøåóêàçàííîé çàäà÷è; f äèôôåðåíöèðóåìà â ýòîé òî÷êå;

2. X,Y áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà; K ⊆ X - âûïóêëûé çàìêíóòûé êîíóñ;

3. F : X −→ Y - ñòðîãî äèôôåðåíöèðóåìîå â òî÷êå x0 îòîáðàæåíèå è òàêîå, ÷òî ìíîæåñòâî
F ′(x0)K çàìêíóòî.

Òîãäà ñóùåñòâóþò ÷èñëî λ è âåêòîð y∗ ∈ Y ∗, íå ðàâíûå íóëþ îäíîâðåìåííî, òàêèå, ÷òî

0 ∈ λf ′(x0) + (F ′(x0))
∗y∗ −K∗.

Proof. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà

F ′(x0)K = Y.

Òîãäà ïî ñëåäñòâèè òåîðåìû 2 âûïóêëûé êîíóñ

L ≡ KerF ′(x0)
∩
K

ÿâëÿåòñÿ êîíóñîì êàñàòåëüíûõ íàïðàâëåíèé äëÿ ìíîæåñòâà Ω ≡ K
∩
{x/F (x) = 0} â òî÷êå x0. Ïîýòîìó

f ′(x0) ∈ P ∗ = (KerF ′(x0)
∩
K)∗ = cl{KerF ′(x0))

⊥ +K∗} =

= cl{Im(F ′(x0))
∗ +K∗},

ãäå KerF ′(x0))
⊥ � àííóëÿòîð ïîäïðîñòðàíñòâà KerF ′(x0). Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî

Im(F ′(x0))
∗ +K∗

çàìêíóòî. Ñîãëàñíî òåîðåìe 1 ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå P (y) è ÷èñëî C > 0 òàêèå, ÷òî

P (y) ∈ {x ∈ K : F ′(x0)x = y}, ∥P (y)∥ 6 C∥y∥ ∀y ∈ Y.

Ïóñòü xk ∈ Im(F ′(x0))
∗ +K∗ è xk −→ x0. Ñóùåñòâóþò ïîñëeäîâàòåëüíîñòè yk, zk òàêèå, ÷òî

xk = (F ′(x0))
∗yk + zk, zk ∈ K∗.

Òàê êàê P (y) ∈ K, òî

< zk, P (y) >> 0,

è ñëåäîâàòåëüíî,

< (F ′(x0))
∗yk, P (y) >6< xk, P (y) > .

Îòñþäà, ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xk îãðàíè÷åíà, òî ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî C1 > 0, ÷òî

< yk, y >6 ∥xk∥∥P (y)∥ 6 C1∥y∥.

Çíà÷èò, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yk ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ îãðàíè÷åíà. Ïîýòîìó èç íåãî ìî-
æíî âûäåëèòü ñëàáî ñõîäÿùèåñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî

yk ⇀ y0.

Çíà÷èò, zk ⇀ z0 ∈ K∗. Òàêèì îáðàçîì,

x0 = F ′(x0)
∗y0 + z0.

Ïóñòü F ′(x0)K ̸= Y. Òîãäà, ïîñêîëüêó ïî ïðåäïîëîæåíèþ ìíîæåñòâî F ′(x0)K çàìêíóòî, òî ñóùåñòâóåò
íå òðèâèàëüíûé ôóíêöèîíàë y∗, òàêîé, ÷òî < y∗, F ′(x0)x) >> 0. Îòñþäà F ′(x0)

∗y∗ ∈ K∗, è òåì ñàìûì
ïðàâèëî ìíîæèòåëåé àâòîìàòè÷åñêè âûïîëíÿåòñÿ, åñëè âûáåðåì λ = 0. 2
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Çàìå÷àíèå 1. Ïóñòü âûïóêëûé çàìêíóòûé êîíóñ K çàäàí ñëåäóþùèì îáðàçîì:

K = {x ∈ x/Ax = 0, < x∗i , x >6 0, i = 1, 2, . . . , p, }

ãäå A : X −→ Y �ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî

F ′(x0)KerA

çàìêíóòî. Òîãäà ñîãëàñíî ëåììå 6 [3] êîíóñ F ′(x0)K çàìêíóò.

Ðàññìîòðèì òåïåðü êîíå÷íîìåðíûé ñëó÷àé è ïðåäïîëîæèì, ÷òî

F (x) ≡ (f1(x), . . . , fk(x)), x ∈ Rn.

Â ñòàòüå [4] äîêàçàí ñëåäóþùàÿ òåîðåìà î êàñàòåëüíîì êîíóñå, îáîáùàþùèé ðåçóëüòàò Ëþñòåðíèêà.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü

1. F (x0) = 0,

2. F äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå x0 è íåïðåðûâíî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè è
ImF ′(x0) = Rk.

3. A ⊆ Rn �âûïóêëîå ìíîæåñòâî òàêîå, ÷òî x0 ∈ A è intA ̸= ∅.

Òîãäà âûïóêëûé êîíóñ

L ≡ con(intA− x0)
∩
KerF ′(x0)

ÿâëÿåòñÿ êîíóñîì êàñàòåëüíûõ íàïðàâëåíèé êî ìíîæåñòâó

Ω ≡ {x/F (x) = 0}
∩
A

â òî÷êå x0.

Â ýòîé ñòàòüå ïîêàçàíî, ÷òî åñëè A åñòü âûïóêëûé çàìíêóòûé êîíóñ âîçìîæíî ñ ïóñòîé âíóòðåííî-
ñòüþ, òî K

∩
{x/F (x) = 0} � øàòåð êî ìíîæåñòâó Ω.

À èìåííî âåðíà ñëåäóþùàÿ:

Òåîðåìà 5. Ïóñòü

1. Ïóñòü F (x0) = 0, x0 ∈ K, ãäå K ⊆ Rn � âûïóêëûé çàìêíóòûé êîíóñ;

2. fi, i = 1, 2, . . . , k � äèôôåðåíöèðóåìûå â òî÷êå x0 ôóíêöèè è íåïðåðûâíû â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
ýòîé òî÷êè;

3. F ′(x0)K = Rk.

Òîãäà âûïóêëûé êîíóñ L ≡ K ∩KerF ′(x0) ÿâëÿåòñÿ øàòðîì êî ìíîæåñòâó Ω = {x/F (x) = 0} ∩K â
òî÷êå x0.

Proof. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1 ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå P : Rk −→ Rn è ÷èñëî C > 0 òàêèå,
÷òî

P (y) ∈ K, ∥P (y)∥ 6 C∥y∥, F ′(x0)P (y) = y ∀y ∈ Rk.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé â âåêòîðíîé ôîðìå:

q(x, y) ≡ F (x0 + x+ P (y)) = 0, x ∈ L.

Èìååì

1. q(0, 0) = 0,
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2. q(x, y) � íåïðåðûâíàÿ âåêòîð ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ:

q(x, y) = y + r(x, y),

ïðè÷åì
∥r(x, y)∥ 6 r(

√
∥x∥2 + ∥y∥2).

Òåïåðü, áóêâàëüíî ïîâòîðÿÿ äoêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1 [7](ãë.5, ï. 1, ñòð. 191) (òåîðåìà î íåÿâíûõ ôóí-
êöèÿõ), ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóþò îêðåñòíîñòü íóëÿ V è òàêîå îòîáðàæåíèå

y : KerF ′(x0) ∩ V −→ Rk, y(x) = o(x),

÷òî
q(x, y(x)) = F (x0 + x+ P (y(x))) ≡ 0.

Ïîëîæèâ òåïåðü φ(x) ≡ P (y(PrK(x)), ïîëó÷èì

φ(x) = o(x), x0 + x+ φ(x) ∈ Ω

ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ x ∈ L. 2
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ÎN SOME APLICATIONS OF THE THEOREM ABOUT IMPLICIT FUNCTION ON THE
CONE

Khachatryan R.À.
SUMMARY
In the article, the problem of mathematical programming with nonsmooth limitation of equality type

including nonfunctional limitations of cone type is under concideration. The rule of Lagrange multipliers is
obtained.

Keywords: tangent cone, tent, convexity.
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