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КЛАСИФIКАЦIЯ БIНАРНИХ КВАЗIГРУПОВИХ ФУНКЦIЙНИХ
РIВНЯНЬ I ТОТОЖНОСТЕЙ ДОВЖИНИ ТРИ

У цiй статтi класифiковано узагальненi функцiйнi рiвняння довжини три, в резуль-
татi отримано 4 рiзних класи з точнiстю до парастрофно-первинної рiвносильностi. З вико-
ристанням методу парастрофної симетрiї класифiковано узагальненi парастрофнi тотож-
ностi з точнiстю до рiвносильностi, якi визначають парастрофнi многовиди, в результатi
отримано 20 рiзних многовидiв, що є розв’язками вiдповiдних функцiйних рiвнянь.
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Вступ
Початок розвитку функцiйних рiвнянь сягає 1747 року з двох праць Даламбера. В

основному функцiйнi рiвняння розв’язувались над числовими функцiями [1, 16]. В другiй
половинi 20-го столiття зрiс iнтерес до шифрування та дешифрування iнформацiї, а це,
в свою чергу, спричинило вивчення функцiйних рiвнянь над функцiями, що визначенi на
довiльних множинах, в тому числi на скiнчених. Вперше таке рiвняння було розв’язане
В.Д.Бiлоусовим в 1958 роцi [2, 3]. А саме, вiн розв’язав рiвняння загальної асоцiативно-
стi над оборотними, тобто квазiгруповими функцiями. До середини 90-х рокiв минулого
столiття опублiковано десятки праць, в яких розв’язуються функцiйнi рiвняння як на
оборотних так i на необоротних функцiях. Постала проблема класифiкацiї функцiйних
рiвнянь таким чином, щоб в один клас вiднести рiвняння, якi мають просту залежнiсть
мiж множинами їх розв’язкiв.

Майже одночасно з рiзницею в декiлька рокiв було запропоновано два пiдходи до
проблеми класифiкацiї функцiйних рiвнянь.

Перший метод, це метод графiв А.Крапєжа i Крстiча [13, 14, 15]. Згiдно їхньому
пiдходу мiж функцiйними рiвняннями i графами встановлювалася певна вiдповiднiсть i
в один клас попадали точно тi рiвняння, яким вiдповiдали iзоморфнi графи. Проте цей
метод годиться лише для квадратичних рiвнянь. Квадратичними називають рiвняння, в
яких кожна предметна змiнна має точно двi появи.

Другий метод це метод парастрофної симетрiї Сохацького Ф.М. [12], згiдно якому
вводиться ряд перетворень функцiйних рiвнянь, що грунтуються на первинних тотожно-
стях оборотних функцiй. Два рiвняння називаються парастрофно-первинно рiвносильни-
ми, якщо вiд одного до iншого можна перейти за скiнченну кiлькiсть зазначених перетво-
рень. Цей метод розвивався, удосконалювався рiзними дослiдниками, зокрема й автором
статтi застосовується до класифiкацiї неквадратичних функцiйних рiвнянь i тотожностей.

У цiй статтi дослiджуються функцiйнi рiвняння та тотожностi довжини три на мно-
жинi оборотних двомiсних функцiях; встановлюються взаємнi зв’язки мiж розв’язками
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функцiйних рiвнянь одного класу парастрофної симетрiї та класифiкацiї квазiгрупових
функцiйних рiвнянь i тотожностей довжини три з точнiстю до парастрофно-первинної
рiвносильностi, враховуючи основний закон парастрофної симетрiї. Довжиною функцiй-
ного рiвняння називаємо точну кiлькiсть функцiйних змiнних у рiвняннi.

Основними класами квазiгруп, якi розглядаються, є многовиди, тобто класи ква-
зiгруп, що визначаються тотожностями. Ефективним методом аналiзу тотожностей є
розв’язання вiдповiдного функцiйного рiвняння, тобто рiвняння, яке отримуємо з даної
тотожностi замiною кожної появи функцiйного символу її функцiйною змiнною вiдповiд-
ної арностi. Тому вивчення функцiйних рiвнянь над квазiгрупами можна розглядати як
синтезоване вивчення систем тотожностей в квазiгрупах.

Бiлоусов В.Д. [6] у своїй працi пiдняв питання класифiкацiї мiнiмальних тотожностей
на квазiгрупах. Вiн розглядав тотожностi, що гарантують ортогональнiсть парастрофiв
квазiгрупи, в якiй виконується така тотожнiсть. Iншi тотожностi, якi вiдкидав Бiлоусов,
не завжди мають властивiсть ортогональностi, проте вони досить часто зустрiчаються
i використовуються для застосування в рiзних галузях. Iдею пошуку парастрофних то-
тожностей запропонував Сад [20], його методом скористався Стейн [23] i отримав деякi
парастрофнi тотожностi для одного пучка многовидiв. Бiлоусов систематизував вiдомi
результати та методи їх дослiдження в працi [2].

Питання, яке поставив Бiлоусов, було уточнене Сохацьким Ф.М. [2]. Як наслiдок,
Р.Коваль [11] розглядала узагальненi функцiйнi рiвняння на квазiгрупах. Зокрема, вона у
своїй дисертацiї виписала, як приклад, неквадратичнi функцiйнi рiвняння, що мають три
появи однiєї предметної змiнної та двi появи iншої предметної змiнної. Всього таких класiв
виявилося три. Перший клас не має квадратiв, тобто пiдтермiв виду 𝐹 (𝑥;𝑥) . Парастроф-
нi тотожностi з цього класу класифiкував Бiлоусов на квазiгрупах. В своїй теоремi вiн
отримав три тотожностi Стейна (I, II та III закони Стейна), двi тотожностi Шредера та
ще двi нових тотожностi, якi сьогоднi ми називаємо законами Бiлоусова-Бенета. Над цим
питання працював Iванс [10], який довiв, що таких класiв 14. Паралельно iз Бiлоусовим,
результати Iванса спростовує Бенет [9] i встановлює, що їх 8. Проте, всього їх виявилося
точно сiм, як доведено у В. Бiлоусова [6]. Множини парастрофiв квазiгруп виписала для
цього класу Попович Т. [18] з Бiлявською Г. [8].

Mетою даної статтi є дослiдження всiх класiв узагальнених бiнарних квазiгрупо-
вих функцiйних рiвнянь довжини три з точнiстю до парастрофно-первинної рiвносиль-
ностi та описання тотожностей, якi визначають парастрофнi квазiгрупи з точнiстю до
парастрофної рiвносильностi та рiвносильностi.

Завдання даного дослiдження: класифiкувати узагальненi функцiйнi рiвняння дов-
жини три та визначити всi парастрофнi тотожностi, цим самим встановивши кiлькiсть
рiзних парастрофних многовидiв квазiгруп.

1. Основнi означення та результати
В роботi розглядаються операцiї, що визначенi на однiй i тiй же множинi, яку нази-

ватимемо базовою, (носiєм) i позначатимемо через 𝑄 . Операцiї вивчаємо на множинi дво-
мiсних функцiй, тобто бiнарних операцiй. Функцiї (операцiї) позначатимемо префiксними
та iнфiксними символами вiдповiдно, тобто 𝑓(𝑥; 𝑦) та 𝑥 · 𝑦 (𝑥

𝜎· 𝑦 ). Тотожне iнфiксне по-
значення мiж двома символами змiнних 𝑥 ·𝑦 будемо опускати, тобто запис матиме вигляд
𝑥𝑦 .

Операцiя 𝑓 називається лiвооборотною, якщо довiльний її правий зсув є пiдстанов-
кою базової множини. Iнакше кажучи, якщо рiвняння 𝑓(𝑥; 𝑎) = 𝑏 має єдиний розв’язок
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для всiх 𝑎 , 𝑏 iз 𝑄 . Розв’язок цього рiвняння позначають через ℓ𝑓(𝑏; 𝑎) . Очевидно, що
ℓ𝑓 є бiнарною операцiєю, яку називають лiвим дiленням (iнколи спряженням) операцiї 𝑓 .
Так само визначається праве дiлення 𝑟𝑓 операцiї 𝑓 . Iнакше цi операцiї можна визначити
тотожностями

𝑓(ℓ𝑓(𝑥; 𝑦); 𝑦) = 𝑥, ℓ𝑓(𝑓(𝑥; 𝑦); 𝑦) = 𝑥,

𝑓(𝑥; 𝑟𝑓(𝑥; 𝑦)) = 𝑦, 𝑟𝑓(𝑥; 𝑓(𝑥; 𝑦)) = 𝑦.
(1)

Iнфiксний запис цих тотожностей такий

(𝑥
ℓ· 𝑦) · 𝑦 = 𝑥, 𝑥𝑦

ℓ· 𝑦 = 𝑥, 𝑥 · (𝑥
𝑟· 𝑦) = 𝑦, 𝑥

𝑟· 𝑥𝑦 = 𝑦. (2)

Функцiя 𝑓 називається оборотною або квазiгруповою, якщо вона є i лiвооборотною i пра-
вооборотною. При цьому тотожностi (1) називаються визначальними або первинними, а
алгебра (𝑄; 𝑓, ℓ𝑓, 𝑟𝑓) називається квазiгрупою.

Парастрофи операцiй. Розглядаючи оберненi до обернених i т.д. ми отримуємо по-
слiдовнiсть операцiй, якi називають парастрофами операцiї (·) . Всi їх можна визначити
спiльним спiвввiдношенням. А саме, операцiя (

𝜎·) називається 𝜎 -парастрофом операцiї
(·) , яку називатимемо головною, якщо вона визначається таким спiввiдношенням:

𝑥1𝜎
𝜎· 𝑥2𝜎 = 𝑥3𝜎 :⇔ 𝑥1 · 𝑥2 = 𝑥3 (3)

для будь-якого 𝜎 ∈ 𝑆3 := {𝜄, 𝑠, ℓ, 𝑟, 𝑠ℓ, 𝑠𝑟} , де 𝑆3 — симетрична група третього порядку та
𝑠 := (12) , ℓ := (13) , 𝑟 := (23) . Легко бачити, що 𝑠 -, 𝑠ℓ - та 𝑠𝑟 -парастрофи є дуальними
операцiями вiдповiдно до 𝜄 -, ℓ -, та 𝑟 -парастрофiв, тобто виконуються спiввiдношення

𝑥
𝑠· 𝑦 := 𝑦 · 𝑥, 𝑥

𝑠ℓ· 𝑦 := 𝑦
ℓ· 𝑥, 𝑥

𝑠𝑟· 𝑦 := 𝑦
𝑟· 𝑥 (4)

Цi спiввiдношення встановлюють взаємнооднозначну вiдповiднiсть мiж тотожностями сиг-

натури (·, ℓ·, 𝑟·) i тотожностями сигнатури (· , ℓ· , 𝑟· , 𝑠· , 𝑠ℓ· , 𝑠𝑟· ) з точнiстю до рiвносильностi
тотожностей. Тому для зручностi ми розглядаємо квазiгрупи, як алгебри з парастрофно
замкненою сигнатурою i називатимемо їх повносигнатурнi квазiгрупи.

Легко довести, що парастрофи квазiгруп задовольняють спiввiдношення

𝜎(︁ 𝜏·
)︁

=
(︁

𝜎𝜏·
)︁

(5)

для всiх 𝜎, 𝜏 ∈ 𝑆3 . З цiєї рiвностi випливає, що вiдображення (𝜎; (·)) ↦→ (
𝜎·) є дiєю групи

𝑆3 на множинi всiх квазiгрупових операцiй множини 𝑄 . Стабiлiзатор Ps(·) цiєї дiї нази-
вається групою парастрофних симетрiй операцiї (·) [12], тому 6/|Ps(·)| є кiлькiстю рiзних
парастрофiв операцiї (·) . Оскiльки Ps(·) є пiдгрупою симетричної групи 𝑆3 , то можна
видiлити шiсть класiв квазiгруп (п’ять з яких є многовидами), якi покривають многовид
всiх квазiгруп. Такi класи квазiгруп визначаються за допомогою їх груп симетрiй. А саме,
квазiгрупа називається:

∙ асиметричною, якщо Ps(·) = {𝜄} . В асиметричних квазiгрупах всi парастрофи по-
парно рiзнi;

∙ комутативною, якщо Ps(·) ⊇ {𝜄, 𝑠} . Многовид всiх комутативних квазiгруп опи-
сується тотожнiстю 𝑥𝑦 = 𝑦𝑥 . Кожна квазiгрупа цього многовиду має не бiльше
трьох рiзних парастрофiв;
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∙ лiво-симетричною, якщо Ps(·) ⊇ {𝜄, 𝑟} . Многовид всiх лiво-симетричних квазiгруп
описується тотожнiстю 𝑥 ·𝑥𝑦 = 𝑦 . Кожна квазiгрупа цього многовиду має не бiльше
трьох рiзних парастрофiв;

∙ право-симетричною, якщо Ps(·) ⊇ {𝜄, ℓ} . Многовид всiх право-симетричних квазi-
груп описується тотожнiстю 𝑥𝑦 · 𝑦 = 𝑥 . Кожна квазiгрупа цього многовиду має не
бiльше трьох рiзних парастрофiв;

∙ напiв-симетричною, якщо Ps(·) ⊇ 𝐴3 . Многовид всiх напiв-симетричних квазiгруп
описується тотожнiстю 𝑥 · 𝑦𝑥 = 𝑦 . Кожна квазiгрупа цього многовиду має не бiльше
двох рiзних парастрофiв;

∙ тотально-симетричною, якщо Ps(·) = 𝑆3 . Многовид всiх тотально симетричних
квазiгруп описується тотожностями 𝑥𝑦 = 𝑦𝑥 and 𝑥𝑦 · 𝑦 = 𝑥 . Всi парастрофи кожної
квазiгрупи даного многовиду збiгаються.

Парастрофи класiв квазiгруп. Аналогiчно вводиться парастрофна симетрiя для
класiв квазiгруп [12]. Клас 𝜎A , який складається з усiх 𝜎 -парастрофiв квазiгруп iз класу
A називається 𝜎 -парастрофом класу A . Iз (5) випливає спiвввiдношення

𝜎(︁
𝜏A

)︁
= 𝜎𝜏A, (6)

яке означає, що 𝑆3 дiє на довiльнiй множинi всiх попарно парастрофних класiв квазiгруп.
Стабiлiзатор цiєї дiї називається групою парастрофних симетрiй класу A i позначається
Ps(A) , а орбiта називається пучком класу A i позначається Tr(A) . Iз загальних власти-
востей дiї групи на множинi випливає таке твердження:

Твердження 1. [12] Група парастрофних симетрiй довiльного класу квазiгруп є пiд-
групою симетричної групи 𝑆3 , групи парастрофних симетрiй парастрофних класiв спря-
женi i для довiльного класу квазiгруп A виконується залежнiсть

|Ps(A)| · |Tr(A)| = 6. (7)

𝑆3 має шiсть пiдгруп, з яких три попарно спряженi, тому з даного твердження вип-
ливає, що всi класи квазiгруп можна подiлити на чотири типи:
1) тотально симетричний — це клас, група симетрiй якого збiгається з 𝑆3 , тому всi
парастрофнi до нього класи дорiвнюють йому, тобто породжений ним пучок є одноеле-
ментним;
2) напiвсиметричний — це клас квазiгруп A , його групою симетрiй є знакозмiнна група
𝐴3 , яка триелементна i тому породжений ним пучок має два класи: Tr(A) = {A, 𝑠A} ;
3) односторонньо симетричний — це клас квазiгруп, який породжує триелементний пу-
чок Tr(A) = {A, ℓA, 𝑟A} класiв квазiгруп, групи парастрофних симетрiй, яких є {𝜄, 𝑠} ,
{𝜄, ℓ} та {𝜄, 𝑟} (не обов’язково вiдповiдно);
4) асиметричний — це клас квазiгруп, який породжує шестиелементний пучок, тобто всi
парастрофи рiзнi, i тому група симетрiй кожного з них одноелементна.

Пучком многовидiв називається множина всiх попарно парастрофних мiж собою
многовидiв.
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2. Основний закон парастрофної симетрiй
Нехай 𝑃 довiльне твердження в класi квазiгруп A . Твердження 𝜎𝑃 називаємо 𝜎 -

парастрофом твердження 𝑃 , якщо його можна отримати з 𝑃 замiною кожного парастро-

фа (
𝜏·) на (

𝜏𝜎−1

· ) ; де 𝜎A позначає клас всiх 𝜎 -парастрофiв квазiгруп з класу A . Основний
закон симетрiї формулюється в такiй теоремi:

Теорема 1. [12] Нехай A – клас квазiгруп. Твердження 𝑃 iстинне в A тодi i тiльки
тодi, коли 𝜎𝑃 iстинне в 𝜎A .

З основного закону парастрофної симетрiї випливає ряд наслiдкiв.

Наслiдок 1. [12] Нехай 𝑃 iстинне в класi квазiгруп A , тодi для всiх 𝜎 ∈ Ps(A) в
цьому ж класi буде iстине твердження 𝜎𝑃 .

Наслiдок 2. [12] В тотально симетричному класi квазiгруп разом з довiльним твер-
дженням iстинний довiльний парастроф цього твердження.

Прикладами тотально симетричних класiв є многовид дистрибутивних квазiгруп, много-
вид всiх квазiгруп, многовид iдемпотентних квазiгруп, многовид унiпотентних луп тощо.
Серед довiльних тверджень найпоширенiшим є тотожнiсть, тому для тотожностi маємо
такий наслiдок.

Наслiдок 3. [12] Тотожнiсть 𝜔 = 𝜐 визначає многовид квазiгруп A , тодi i тiльки
тодi, коли 𝜎 -парастроф 𝜎(𝜔 = 𝜐) цiєї тотожностi визначає многовид 𝜎A , де 𝜎 ∈ 𝑆3 .

Зауважимо, що тотожнiсть 𝜎(𝜔 = 𝜐) отримується з тотожностi 𝜔 = 𝜐 замiною до-

вiльного парастрофа (
𝜏·) на (

𝜏𝜎−1

· ) . Наприклад, 𝑠ℓ -парастрофом тотожностi 𝑥𝑦 · 𝑦 = 𝑥

є тотожнiсть (𝑥
𝑠𝑟· 𝑦)

𝑠𝑟· 𝑦 = 𝑥 , оскiльки (𝑠ℓ)−1 = 𝑠𝑟 . Отриману тотожнiсть запишемо у
виглядi (𝑥 𝑠(

𝑟·) 𝑦) 𝑠(
𝑟·) 𝑦 = 𝑥 . Але з означення 𝑠 -парастрофа випливає, що 𝑡1

𝑠· 𝑡2 = 𝑡2 · 𝑡1
для довiльних термiв 𝑡1 , 𝑡2 . Тому маємо рiвносильну їй тотожнiсть 𝑦

𝑟· (𝑦
𝑟· 𝑥) = 𝑥 . Ско-

риставшись означенням 𝑟 -парастрофа, маємо 𝑦 · 𝑥 = 𝑦
𝑟· 𝑥 . Знову застосуємо означення

𝑟 -парастрофа: 𝑥 = 𝑦 · 𝑦𝑥 . Отже, клас 𝑠ℓA є многовидом, який визначається тотожнiстю
𝑦 · 𝑦𝑥 = 𝑥 .

Зауважимо, що має мiсце спiввiдношення

Наслiдок 4. Тотожнiсть 𝜏 (𝜎(𝜔 = 𝜐)) рiвносильна тотожностi 𝜏𝜎(𝜔 = 𝜐) , де 𝜎, 𝜏 ∈ 𝑆3 .

Клас усiх квазiгруп покритий шiстьма класами: класом всiх асиметричних квазiгруп
i п’ятьма многовидами квазiгруп (комутативних, лiво-симетричних, право-симетричних,
напiв-симетричних i тотально симетричних). Кожен з цих класiв характеризується групою
симетрiї його квазiгруп.

Будемо говорити, що квазiгрупа має властивiсть симетрiї, якщо вона задовольняє
однiй з таких властивостей симетрiї: комутативнiсть, лiву симетрiю, праву симетрiю, напiв-
симетрiю або тотальну симетрiю.

Якщо всi парастрофи оборотної функцiї збiгаються, то функцiя називається TS-
квазiгрупою. Двомiсна оборотна функцiя називається iдемпотентною, якщо для довiльно-
го елемента 𝑥 виконується 𝑓(𝑥;𝑥) = 𝑥 . Iдемпотентнi TS-квазiгрупи називають квазiгрупа-
ми Штейнера. Лупою називають квазiгрупу з одиничним елементом. Лупа Штейнера –
це TS-квазiгрупа з одиницею, парастрофи якої рiвнi мiж собою.
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3. Означення функцiйного рiвняння та тотожностi
В статтi дослiджуються тотожностi та функцiйнi рiвняння. Мiж цими двома по-

няттями є досить сильний зв’язок, аналогiчно тому як мiж бiнарними вiдношеннями та
графами. Наприклад, бiнарнi вiдношення можна подати як графи i в деякiй мiрi навпаки:
деякi види графiв можна розглядати як бiнарнi вiдношення. Так само мiж функцiйними
рiвняннями та тотожностями є досить великий перетин.

Пiд поняттям тотожнiсть насправдi розумiють в одному випадку вислiв мови пер-
шого порядку, в iншшому випадку – це пердикат мови другого порядку, а саме

1. вислiв, наприклад, в множинi дiйсних чисел (R; ·) , iстиною є така тотожнiсть

(∀𝑥)(∀𝑦)(∀𝑧) (𝑥 · 𝑦) · 𝑧 = 𝑥 · (𝑦 · 𝑧); (8)

2. предикат, наприклад, клас квазiгруп визначається такою тотожнiстю

(∀𝑥)(∀𝑦)(∀𝑧) (𝑥 · 𝑦) · 𝑧 = 𝑥 · (𝑦 · 𝑧), (9)

тобто тотожнiсть асоцiативностi для множення дiйсних чисел – це вислiв, а у твердженнi
“асоцiативнiсть визначає клас напiвгруп”, теж в лiтературi вживається термiн – тотож-
нiсть, хоча насправдi тут – це предикат. У першому випадку (1) символ (·) – то є функ-
цiйна стала, а в другому випадку (2), символ (·) – то функцiйна змiнна. Саме те що в
другому випадку (2), цю тотожнiсть називатимемо функцiйним рiвнянням, а клас всiх
напiвгруп є класом всiх розв’язкiв функцiйного рiвняння асоцiативностi. Слiд розрiзняти
цi два поняття, тому збережемо назву “тотожнiсть” лише для (8), а (1) називатиме-
мо “функцiйне рiвняння”. Щоб дати точне означення, користуємося означенням поняття
“терм”, яке сформульоване в статтi Ф. Сохацького [12].

Унiверсальна рiвнiсть двох термiв

(∀𝐹1)(∀𝐹2) . . . (∀𝐹𝑘)(∀𝑥1)(∀𝑥2) . . . (∀𝑥𝑛)(𝑇1 = 𝑇2) (10)

називається функцiйним рiвнянням на 𝑄 , якщо вона має принаймнi одну вiльну функцiй-
ну змiнну, iнакше вона є висловом i називається тотожнiстю, якщо цей вислiв iстиний
та протирiччям, якщо цей вислiв хибний.

Наприклад, нехай 𝐹1 — унарна i 𝐹3 бiнарна функцiйнi змiннi, тодi

(∀𝐹1)(∀𝐹3)(∀𝑥)(∀𝑦)(∀𝑧)
(︁(︀
𝐹1(𝑥) + sin 𝑥

)︀
+ 𝐹3(𝑥, 𝑦) = 𝐹1(𝑥) +

(︀
cos𝑥+ 𝐹3(𝑥, 𝑦)

)︀)︁
є тотожнiстю на множинi дiйсних чисел. В цiй формулi (+) є бiнарною, а cos𝑥 та sin𝑥
унарними функцiйними сталими.

Функцiйне рiвняння називається чистим, якщо воно не має нi функцiйних, нi пред-
метних сталих.

Значення лексикографiчної послiдовностi всiх вiльних функцiйних змiнних даного
функцiйного рiвняння називається його розв’язком, якщо рiвняння стає тотожнiстю пiсля
пiдстановки компонентiв розв’язку замiсть функцiйних змiнних.

Чисте функцiйне рiвняння можна розглядати на кожному носiєвi, причому на кож-
ному носiєвi воно має свою множину розв’язкiв. Отже, розв’язком чистого функцiйного
рiвняння є пара: носiй i послiдовнiсть функцiй, що визначена на носiєвi. Тому всi розв’язки
функцiйного рiвняння утворюють алгебру. Клас називається многовидом, якщо вiн опи-
сується тотожностями, тобто в цiй термiнологiї — многовид є розв’язком чистого функ-
цiйного рiвняння.
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Формула (10) називається унiверсальною квазiгруповою рiвнiстю, якщо i функцiйнi
змiннi, i функцiйнi сталi є квазiгруповими операцiями.

Первиннi квазiгруповi гiпер-тотожностi — це чистi квазiгруповi тотожностi (чистi
функцiйнi рiвняння), якi випливають iз означення оборотних операцiй та їх парастрофiв.
Для бiнарного випадку цi тотожностi такi:

𝜎(𝜏𝐹 ) = 𝜎𝜏𝐹 , 𝑠𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝐹 (𝑦, 𝑥),

ℓ𝐹 (𝐹 (𝑥, 𝑦), 𝑦) = 𝑥, 𝐹 (ℓ𝐹 (𝑥, 𝑦), 𝑦) = 𝑥,

𝑟𝐹 (𝑥, 𝐹 (𝑥, 𝑦)) = 𝑦, 𝐹 (𝑥, 𝑟𝐹 (𝑥, 𝑦)) = 𝑦,

𝑠ℓ𝐹 (𝑥, 𝐹 (𝑦, 𝑥)) = 𝑦, 𝐹 (𝑠ℓ𝐹 (𝑥, 𝑦), 𝑥) = 𝑦,

𝑠𝑟𝐹 (𝐹 (𝑦, 𝑥), 𝑦) = 𝑥, 𝐹 (𝑦, 𝑠𝑟𝐹 (𝑥, 𝑦)) = 𝑥.

(11)

4. Вiдношення мiж фукцiйними рiвняннями та тотожностями
Функцiйне рiвняння розумiється як формула, яка є рiвнiстю двох термiв, що мiстять

лише предметнi та функцiйнi змiннi. До того ж всi предметнi змiннi зв’язанi кванторами
загальностi. Пiд типом (предметним типом) (𝑚1;𝑚2;𝑚3) функцiйного рiвняння розу-
мiємо кiлькiсть повторень кожної незалежної (рiзної) предметної змiнної. Наприклад тип
рiвняння (3;2) означає, що найбiльша кiлькiсть незалежних предметних змiнних може
бути двi з появами їх вiдповiдно три та два в леквикографiчному порядку.

Розв’язок функцiйного рiвняння — це послiдовнiсть функцiй (операцiй), що визначенi
на множинi, яка пiсля пiдстановки замiсть функцiйних змiнних їх значень iз послiдовностi
при лексикографiчному порядку, перетворює дане рiвняння в iстинний вислiв. Лексико-
графiчний порядок предметних змiнних означає, що їх появи записуються вiдповiдно до
алфавiтного порядку змiнних.

Означення 1. Кажуть, що два функцiйнi рiвняння рiвносильнi на носiєвi, якщо вони
мають одну й ту ж множину розв’язкiв на даному носiєвi. Два чистих функцiйних
рiвняння називають рiвносильними, якщо вони рiвносильнi на кожному носiєвi, тобто
якщо в них один i той же многовид розв’язкiв.

Слiдуючи Саду [20], операцiю назвемо дiагональною, якщо 𝑓(𝑥;𝑥) є пiдстановкою
носiя. Бiнарну функцiйну змiнну назвемо дiагональною, якщо вона представляє дiаго-
нальнi операцiї.

Два функцiйнi рiвняння називаються парастрофно-первинно рiвносильними, якщо
одне з них можна отримати за скiнченну кiлькiсть таких крокiв:

1) застосування гiпер-тотожностей (11);

2) замiна сторiн рiвняння;

3) переiменування предметних змiнних;

4) переiменування функцiйних змiнних.

Означення 2. ([2]) Два функцiйних рiвняння називаються парастрофно-первинно рiв-
носильними, якщо одне з iншого можна отримати за скiнченну кiлькiсть застосувань
таких парастрофно-первинних перетворень:
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1) перейменування предметних змiнних;
2) перейменування функцiйних змiнних;
3) перетворення за комутуванням: замiна пiдтерма виду 𝐹 (𝜔, 𝜐) термом 𝑠𝐹 (𝜐, 𝜔) ;
4) перетворення за зовнiшнiм дiленням: перехiд вiд рiвностi виду
𝐹1(𝜔1, 𝜔2) = 𝐹2(𝜐1, 𝜐2) до рiвностi 𝑟𝐹1(𝜔1, 𝐹2(𝜐1, 𝜐2)) = 𝜔2 ;
5) перетворення за внутрiшнiм правим (лiвим) дiленням через змiнну 𝑥 : замiна пiдтер-
ма 𝐹 (𝑥, 𝜔) на 𝑥 i одночасно замiна всiх iнших появ змiнної 𝑥 термом 𝑟𝐹 (𝑥, 𝜔) (замiна
пiдтерма 𝐹 (𝜔, 𝑥) на 𝑥 i одночасно замiна всiх iнших появ змiнної 𝑥 термом ℓ𝐹 (𝜔, 𝑥) ),
якщо 𝑥 не має появи в термi 𝜔 ;
6) замiна частин рiвняння: замiна рiвняння 𝜔 = 𝜐 на 𝜐 = 𝜔 .

Два функцiйнi рiвняння називаються дiагонально парастрофними, якщо одне з них
можна отримати за скiнченну кiлькiсть таких крокiв:

1) застосування гiпер-тотожностей (11) [10];

2) замiна сторiн рiвняння;

3) переiменування предметних змiнних;

4) переiменування функцiйних змiнних

5) замiна пiдтерма 𝐹 (𝑥;𝑥) на пiдтерм 𝛿𝐹 (𝑥) , якщо 𝐹 є дiагональною функцiйною
змiнною i навпаки.

Перетворення за комутуванням, внутрiшнє дiлення на пiдтерм через змiнну та зов-
нiшнє дiлення на деякий пiдтерм називають парастрофно-первинними перетвореннями
рiвняння (в [2] такi перетворення названi парастрофними).

Кажуть, що рiвняння 𝜔 = 𝜐 зводиться до рiвняння 𝜔
′

= 𝜐
′
, якщо вiд одного до

iншого можна перейти за скiнченну кiлькiсть застосувань парастрофно-первинних пере-
творень 1)-6).

З результатiв [11]] випливає такий наслiдок.

Наслiдок 5. Якщо функцiйнi рiвняння 𝜔 = 𝜐 i 𝜔
′

= 𝜐
′
типу (3; 2) є парастрофно-

первинно рiвносильними, то iснують перестановки 𝜎1, 𝜎2, 𝜎3 множини 𝑄 та 𝜏 з мно-
жини {1, 2, 3} такi, що для довiльного розв’язку (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3) рiвняння 𝜔 = 𝜐 вибiрка
(𝜎1𝜏𝑓1𝜏 ,

𝜎2𝜏𝑓2𝜏 ,
𝜎3𝜏𝑓3𝜏 ) є розв’язком рiвняння 𝜔

′
= 𝜐

′
.

Означення 3. Перехiд вiд тотожностi id до тотожностi 𝜎id називається парас-
трофним перетворенням (𝜎 -парастрофним перетворенням), якщо тотожнiсть можна
отримати замiною головної операцiї на її 𝜎−1 -парастроф.

Перетворення вiд тотожностi id до тотожностi id′ з використанням первинних то-
тожностей (1) – (2) називається первинним перетворенням в статтi Сохацького [2] ранiше
вживався термiн “парастрофне” перетворення.

Двi тотожностi називаються:

1) рiвносильними, якщо вони визначають один i той самий многовид;

2) первинно-рiвносильними, якщо одну з них можна отримати з iншої за допомо-
гою скiнченної кiлькостi застосувань первинних тотожностей (1) – (2) (первинно-
рiвносильнi тотожностi є рiвносильними);
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3) 𝜎 -парастрофними, якщо одну з iншої можна отримати за допомогою 𝜎 -парастрофних
перетворень;

4) 𝜎 -парастрофно-рiвносильними, якщо вони визначають 𝜎 -парастрофнi многови-
ди (згiдно Теореми 1., 𝜎 -парастрофно-рiвносильнi тотожностi визначають 𝜎 -
парастрофнi многовиди);

5) 𝜎 -парастрофно-первинно рiвносильними, якщо одна з них можна отримати за до-
могою скiнченної кiлькостi завтосувань первинних тотожностей (1) – (2) i 𝜎1 -, 𝜎2 -,
. . . , 𝜎𝑘 - парастрофних перетворень, таких що 𝜎1𝜎2 . . . 𝜎𝑘 = 𝜎 для деяких 𝑘 ∈ N .

В загальному випадку 𝜎 будемо опускати. Наприклад, двi тотожностi називаються
парастрофно-рiвносильними, якщо вони 𝜎 -парастрофно-рiвносильнi для деяких 𝜎 ∈ 𝑆3 .

Тотожностi, якi виконуються в 𝜎A Стейн називає спряженими [23], Сад — парас-
трофними [19].

Наприклад, якщо 𝜄A є групою, тобто визначається в класi квазiгруп тотожнiстю
асоцiативностi, то 𝜎A визначатиметься однiєю iз тотожностей:

(𝑥 · 𝑦) · 𝑧 = 𝑥 · (𝑦 · 𝑧), (𝑥 · 𝑦) · (𝑥 · 𝑧) = 𝑦𝑧, (𝑦 · 𝑥) · (𝑧 · 𝑥) = 𝑦𝑧

Стейн в [23] знаходить парастрофнi тотожностi для деяких вiдомих тотожностей,
зокрема таких як асоцiативнiсть, iдемпотентнiсть, медiальнiсть, комутативнiсть та то-
тожнiсть Стейна (I закон Стейна). Бiлоусов в [4] описує отриманi результати Стейна та
подає їх в Таблицi 1.

iдемпоте
нтнiсть

комута
тивнiсть

the first
Stein law

асоцiати
внiсть

медiаль
нiсть

A 𝑥𝑥 = 𝑥 𝑥𝑦 = 𝑦𝑥 𝑥 · 𝑥𝑦 = 𝑦𝑥 𝑥𝑦 · 𝑧 = 𝑥 · 𝑦𝑧 𝑥𝑦 · 𝑢𝑣 = 𝑥𝑢 · 𝑦𝑣
ℓA A 𝑦 · 𝑦𝑥 = 𝑥 𝑥(𝑦 · 𝑦𝑥) = 𝑦𝑥 𝑦𝑥 · 𝑧𝑥 = 𝑦𝑧 A
𝑟A A 𝑦𝑥 · 𝑥 = 𝑦 (𝑥 · 𝑥𝑦)𝑦) = 𝑥 𝑥𝑦 · 𝑥𝑧 = 𝑦𝑧 A
𝑠A A A 𝑦𝑥 · 𝑥 = 𝑥𝑦 A A
𝑠ℓA A ℓA (𝑥𝑦 · 𝑦)𝑥 = 𝑥𝑦 ℓA A
𝑠𝑟A A 𝑟A 𝑦(𝑦𝑥 · 𝑥) = 𝑥 𝑟A A

В таблицi, яку сформував Бiлоусов [4], є ще двi парастрофнi тотожностi — лiва дис-
трибутивнiсть та двостороння дистрибутивнiсть. Парастрофнi тотожностi двосторонньої
дистрибутивностi Бiлоусов описав у [?]. В його таблицi у рядку лiвої дистрибутивностi за-
лишилися пустими клiтинки для ℓA та для 𝑠𝑟A , оскiльки для нього було невiдомим iсну-
вання тотожностей з вiдповiдними операцiями. Сохацький в [4] вводить поняття середньої
дистрибутивностi i заповнює пропущенi клiтинки. Разом з результатами Бiлоусова [?] та
Сохацького [4] отримуємо Таблицю 2.
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двостороння
дистрибутивнiсть

лiва дист-
рибутивнiсть

A 𝑥 · 𝑦𝑧 = 𝑥𝑦 · 𝑥𝑧, 𝑦𝑧 · 𝑥 = 𝑦𝑥 · 𝑧𝑥 𝑥 · 𝑦𝑧 = 𝑥𝑦 · 𝑥𝑧
ℓA A 𝑥

ℓ· 𝑦𝑧 = (𝑥
ℓ· 𝑦) · (𝑥

ℓ· 𝑧)
𝑟A A A
𝑠A A 𝑦𝑧 · 𝑥 = 𝑦𝑥 · 𝑧𝑥
𝑠ℓA A 𝑦𝑧

𝑟· 𝑥 = (𝑦
𝑟· 𝑥) · (𝑧

𝑟· 𝑥)
𝑠𝑟A A 𝑠A

5. Класифiкацiя узагальнених рiвнянь
В цiй частинi статтi розглянемо чистi узагальненi функцiйнi рiвняння довжини три

на бiнарних квазiгрупових операцiях.
Функцiйнi рiвняння довжини три дослiджував В.Д. Бiлоусов [7], Р. Коваль’ [11],

автор [8] та iншi. В.Д. Бiлоусов [7] вивчав функцiйне рiвняння виду

𝐹1(𝑥;𝐹2(𝑥;𝐹3(𝑥; 𝑦)))) = 𝑦, (12)

в якому розглядав 𝐹1 = 𝐹2 = 𝐹3 = 𝜎𝑓 . Вiн класифiкував такi тотожностi та отримав 7
рiзних многовидiв з даного класу функцiйних рiвнянь.

В цiй частинi роботи систематизовано класифiкацiю узагальнених функцiйних рiв-
няннь вiд трьох функцiйних змiнних i всеможливими появами предметних змiнних.
Оскiльки функцiйнi рiвняння квазiгруповi, то кожна предметна змiнна має принаймнi
двi появи.

Зауваження 1. Якщо функцiйне рiвняння має лише одну появу однiєї iз предметних
змiнних i таке рiвняння має розв’язок на множинi оборотних функцiй деякої базової
множини, то ця множина є одноелементною.

Теорема 2. Всi чистi узагальненi нетривiальнi бiнарнi квазiгруповi функцiйнi рiвняння
довжини три парастрофно-первинно рiвносильнi точно одному iз таких рiвнянь:
предметного типу (3; 2) :

𝐹1(𝑥;𝐹2(𝑥; 𝑦)) = 𝐹3(𝑥; 𝑦), (13)

𝐹1(𝐹2(𝑥;𝑥); 𝑦) = 𝐹3(𝑥; 𝑦), (14)

𝐹1(𝐹2(𝑥;𝑥);𝑥) = 𝐹3(𝑦; 𝑦); (15)

предметного типу (5; 0) :
𝐹1(𝑥;𝐹2(𝑥;𝑥))) = 𝐹3(𝑥;𝑥). (16)

Перше рiвняння (13) розв’язане В.Д. Бiлоусовим [7]. Розв’язування iнших трьох
функцiйних рiвнянь (14), (15), (16) дослiджувала автор [8]. Цi твердження є очевидни-
ми i легко доводяться.

Твердження 2. ([7]) Трiйка оборотних двомiсних функцiй (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3) є квазiгруповим
розв’язком функцiйного рiвняння (13) тодi i тiльки тодi, коли виконуються такi спiввiд-
ношення:

𝑓1(𝑥; 𝑓2(𝑥; 𝑦))) = 𝑓3(𝑥; 𝑦).
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Твердження 3. ([8]) Трiйка оборотних двомiсних функцiй (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3) є квазiгруповим
розв’язком функцiйного рiвняння (14) тодi i тiльки тодi, коли виконуються такi спiввiд-
ношення:

𝑓2(𝑥;𝑥) = 𝑎, 𝑓3(𝑥; 𝑦) = 𝑓1(𝑎; 𝑦),

для довiльного елемента 𝑎 ∈ 𝑄 .

Твердження 4. ([8]) Трiйка оборотних двомiсних функцiй (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3) є квазiгруповим
розв’язком функцiйного рiвняння (16) тодi i тiльки тодi, коли виконуються такi спiввiд-
ношення:

𝑓3(𝑦; 𝑦) = 𝑎, 𝑓2(𝑥;𝑥) = ℓ𝑓1(𝑎;𝑥),

для довiльного елемента 𝑎 ∈ 𝑄 .

Твердження 5. ([8]) Трiйка оборотних двомiсних функцiй (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3) є квазiгруповим
розв’язком функцiйного рiвняння (16) тодi i тiльки тодi, коли виконуються такi спiввiд-
ношення:

𝑓2(𝑥;𝑥) = 𝑎, 𝑓3(𝑥;𝑥) = 𝑓1(𝑥; 𝑎),

для довiльного елемента 𝑎 ∈ 𝑄 .

Доведення теореми 2. Розглянемо всеможливi узагальненi функцiйнi рiвняння дов-
жини три та всi випадки розташування функцiйних змiнних та незалежних предметних
змiнних.

Якщо всi три функцiйнi змiннi знаходяться по одну сторону рiвняння, то подiливши
зовнiшнiм дiлення на одну з них, отримаємо первинно-рiвносильне рiвняння, в якому двi
функцiйнi змiннi знаходяться в лiвiй частинi рiвняння, а третя функцiйна змiнна – в правiй
частинi рiвняння. Наприклад, нехай маємо рiвняння (12). Подiлимо зовнi на функцiю 𝐹1

та помiняємо частини рiвняння мiсцями, в результатi отримаємо рiвняння (13).
Оскiльки всi такi рiвняння мають три появи функцiйних змiнних i всi вони є бiнар-

ними, то кiлькiсть всiх появ предметних змiнних дорiвнює п’яти.
Оскiльки рiвняння є квазiгруповими, то з Зауваження 1. випливає, що кожна пред-

метна змiнна має принаймнi двi появи i кожна з них має не бiльше двох незалежних
предметних змiнних. Отже, кожне рiвняння має тип або (5; 0) або (3; 2) .

Використовуючи квазiгруповi гiпер-тотожностi (11) i перейменування змiнних,
кожне рiвняння типу (5; 0) є парастрофно-первинно еквiвалентним дo (16), але всi рiвнян-
ня типу (3; 2) зводяться до рiвнянь з розташуванням дужок 1 + 2 = 2 (1, 2 позначають
пiдтерми довжини один та два вiдповiдно).

Якщо обидва пiдтерми довжини два є квадратами, то рiвняння парастрофно-
первинно рiвносильне рiвнянню (15). Якщо один iз пiдтерiв довжини два є квадратом,
то рiвняння парастрофно-первинно еквiвалентне до рiвняння (13).

Доведемо, що отриманi в теоремi рiвняння парастрофно-первинно нерiвносильнi.
Для цього для кожної пари функцiйних рiвнянь наведемо приклад трiйки оборотних опе-
рацiй, яка є розв’язком одного рiвняння i жодна iз трiйок парастрофiв цих операцiй не є
розв’язком iншого рiвняння. Зазначенi трiйки операцiй зручно подати в такiй таблицi.

(13) (14) (15)

(14) (ℎ, ℎ, ℎ) × ×
(15) (𝑘, 𝑓, 𝑘) (ℎ, ℎ, ℎ) ×
(16) (ℎ, ℎ, ℎ) (𝑓, 𝑔, ℎ) (ℎ, ℎ, ℎ)

,
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де 𝑓 , ℎ , 𝑔 — попарно рiзнi (можливо iзоморфнi) квазiгрупи Штейнера, 𝑘 — лупа Штей-
нера, якi визначенi на носiєвi 𝑄 .

Справдi, трiйка (ℎ, ℎ, ℎ) є розв’язком кожного з рiвнянь (14) i (16) за будь-якого
носiя, а рiвняння (13) i (15) ця трiйка задовольняє лише тодi, коли носiй одноелементний.
Тому кожна пара рiнянь (13), (14); (13), (16); (14), (15); i (15), (16) парастрофно-первинно
нерiвносильнi.

Оскiльки квазiгрупа Штейнера iдемпотентна, то трiйка (𝑓, 𝑔, ℎ) є розв’язком рiв-
няння (16). Iз того, що квазiгрупа Штейнера тотально симетрична, тобто всi парастро-
фи однаковi, то трiйка (𝑓 ′, 𝑔′, ℎ′) , яка є перестановкою операцiй 𝑓 , ℎ , 𝑔 , мала би бути
розв’язком рiвняння (14), але це можливо лише тодi, коли носiй одноелементний. Тому
рiняння (14) i (16) парастрофно-первинно нерiвносильнi.

I нарештi, трiйка (𝑘, 𝑓, 𝑘) є розв’язком рiвняння (15), тодi принаймнi одна iз трiйок
(𝑓, 𝑘, 𝑘) , (𝑘, 𝑓, 𝑘) , (𝑘, 𝑘, 𝑓) є розв’язком рiвняння (13), тобто виконується принаймнi одна
iз тотожностей

𝑓(𝑥, 𝑘(𝑥, 𝑦)) = 𝑘(𝑥, 𝑦), 𝑘(𝑥, 𝑓(𝑥, 𝑦)) = 𝑘(𝑥, 𝑦), 𝑘(𝑥, 𝑘(𝑥, 𝑦)) = 𝑓(𝑥, 𝑦).

В першiй рiвностi замiнимо 𝑘(𝑥, 𝑦) на 𝑦 , в другiй — скоротимо на 𝑥 , а в третiй — скори-
стаємося тотожнiстю тотально симетричної квазiгрупи. В усiх трьох випадках отримаємо
одноелементнiсть носiя. З отриманого протирiччя випливає парастрофно-первинна нерiв-
носильнiсть рiнянь (13) i (15). 2

6. Класифiкацiя тотожностей
В.Д. Бiлоусов в 1983 роцi класифiкував мiнiмальнi функцiйнi рiвняння, а саме рiв-

няння типу (3; 2) без квадратiв, тобто без термiв виду 𝐹 (𝑥;𝑥) . Вiн отримав, що всi во-
ни парастрофно рiвносильнi узагальненому функцiйному рiвнянню виду (12). Пiзнiше,
Р.В. Коваль в своїй дисертацiї виписала як приклад неквадратичних узагальнених функ-
цiйних рiвнянь i довела таку

Теорема 3. (Р.В. Коваль, 2005) Мiнiмальнi неквадратичнi узагальненi функцiйнi рiв-
няння парастрофно рiвносильнi одному iз таких рiвнянь (12) та

𝐹1(𝐹2(𝑥;𝑥); 𝑦)) = 𝐹3(𝑥; 𝑦);

𝐹1(𝐹2(𝑥;𝑥);𝑥) = 𝐹3(𝑦; 𝑦).

В попереднiй частинi цiєї статтi встановлено, що всього таких узагальнених рiвнянь
є точно чотири (Теорема 2.).

7. Класифiкацiя тотожностей за парастрофною рiвносильнiстю
В цiй частинi статтi описанi тотожностi з точнiстю до парастрофної рiвносильностi.

Нагадаємо, що тотожностi називаються парастрофно рiвносильними, якщо вони визна-
чають парастрофнi многовиди. Отже, описання тотожностей з точнiстю до парастрофної
рiвносильностi означає описання пучкiв многовидiв квазiгруп, адже парастрофно нерiв-
носильнi тотожностi визначають многовиди, якi належать рiзним пучкам квазiгруп.

Нехай 𝐹 — довiльна функцiйна змiнна, тодi 𝜄𝐹 , ℓ𝐹 , 𝑟𝐹 , 𝑠𝐹 , 𝑠ℓ𝐹 , 𝑠𝑟𝐹 називаються
парастрофами змiнної 𝐹 i вони набувають значення вiдповiдного парастрофа операцiї
𝑓 , якщо змiнна 𝐹 набуває значення 𝑓 . Узагальненим парастрофом функцiйної змiн-
ної 𝐹 назвемо функцiйну змiнну 𝜎𝐹 , де 𝜎 — змiнна, яка набуває значення в множинi
𝑆3 . Залежнi змiннi назвемо парастрофно незалежними, якщо вони незалежно набувають
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значень в множинi парастрофiв однiєї й тiєї ж змiнної. Функцiйне рiвняння назвемо уза-
гальненою тотожнiстю, якщо всi функцiйнi змiннi є попарно рiзними узагальненими
парастрофами однiєї i тiєї ж функцiйної змiнної. Множина всiх узагальнених тотожно-
стей замкнена вiдносно первинно парастрофних перетворень, тому з теореми 2. випливає
таке твердження.

Наслiдок 6. Кожна узагальнена тотожнiсть довжини три парастрофно-первинно
рiвносильна точно однiй iз таких узагальнених тотожностей:

𝑥
𝛿· (𝑥

𝜏· (𝑥
𝜈· 𝑦)) = 𝑦; (17)

(𝑥
𝛿· 𝑥)

𝜏· 𝑦 = 𝑥
𝜈· 𝑦; (18)

(𝑥
𝛿· 𝑥)

𝜏· 𝑥 = 𝑦
𝜈· 𝑦; (19)

(𝑥
𝛿· 𝑥)

𝜏· 𝑥 = 𝑥
𝜈· 𝑥. (20)

Використовуючи означення лiвого i правого дiлення, маємо такi позначення:

якщо 𝑥
ℓ· 𝑦 = 𝑧, то 𝑧𝑦 = 𝑥; (21)

якщо 𝑥
𝑟· 𝑦 = 𝑧, то 𝑥𝑧 = 𝑦; (22)

якщо 𝑥
𝑠ℓ· 𝑦 = 𝑧, то 𝑧𝑥 = 𝑦; (23)

якщо 𝑥
𝑠𝑟· 𝑦 = 𝑧, то 𝑦𝑧 = 𝑥. (24)

Теорема 4. (Уточнена теорема Бiлоусова) Будь-яка тотожнiсть виду (17) на ква-
зiгрупах парастрофно рiвносильна точно однiй iз таких тотожностей:

I закон Бiлоусова-Бенета 𝑥(𝑥 · 𝑥𝑦) = 𝑦; (25)

II закон Бiлоусова-Бенета 𝑦(𝑥 · 𝑥𝑦) = 𝑥; (26)

I закон Стейна 𝑥 · 𝑥𝑦 = 𝑦𝑥; (27)

II закон Стейна 𝑥𝑦 · 𝑥 = 𝑦 · 𝑥𝑦; (28)

III закон Стейна 𝑦𝑥 · 𝑥𝑦 = 𝑥; (29)

I закон Шредера 𝑥𝑦 · 𝑦 = 𝑥 · 𝑥𝑦; (30)

II закон Шредера 𝑥𝑦 · 𝑦𝑥 = 𝑥; (31)

одноелементнi квазiгрупи 𝑥 = 𝑦. (32)

Теорема 5. Будь-яка тотожнiсть виду (18) на квазiгрупах парастрофно рiвносильна
точно однiй iз таких тотожностей:

𝑥2 = 𝑥; (33)

𝑥2 = 𝑥 ∧ 𝑥𝑦 = 𝑦𝑥; (34)

𝑥2 = 𝑥 ∧ 𝑦𝑥 · 𝑦 = 𝑥; (35)

(𝑦 · 𝑥2) · 𝑦 = 𝑥; (36)

𝑥 · (𝑦 · 𝑥2) = 𝑦; (37)

𝑥2 · 𝑥𝑦 = 𝑦. (38)
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Доведення. Доведемо, що узагальнена тотожнiсть (18) парастрофно рiвносильна точно
однiй системi тотожностей (33) –(18). Iнакше кажучи, при будь-яких значеннях параметрiв
𝛿, 𝜏, 𝜈 iз 𝑆3 тотожнiсть (18) визначає многовид, який парастрофний одному iз многовидiв,
що визначенi системами тотжностей (33) –(18). До того ж, зазначенi многовиди належать
до рiзних пучкiв, тобто вони попарно не парастрофнi мiж собою.

Оскiльки многовиди маємо визначити з точнiстю до парастрофностi, то замiну функ-
цiйної змiнної · будемо робити не лише використовуючи первиннi тотожностi, а i замiню-
ватимемо її на довiльний парастроф.

В узагальненiй тотожностi (18) виберемо за головну операцiю (
𝜏·) , тобто пiдставимо

(
𝜏−1

· ) в тотожнiсть замiсть функцiйної змiнної (·) :

(𝑥
𝛿𝜏−1

· 𝑥) · 𝑦 = 𝑥
𝜈𝜏−1

· 𝑦

Оскiльки 𝑥
𝑠· 𝑥 = 𝑥 · 𝑥 , то дана узагальнена тотожнiсть рiвносильна тотожностi

(𝑥
𝜋· 𝑥) · 𝑦 = 𝑥

𝜅· 𝑦

де 𝜋 ∈ {𝜄, ℓ, 𝑟} , 𝜅 ∈ 𝑆3 . В отриманiй рiвностi тепер вибираємо головною операцiю (
𝜋·) , в

результатi замiни маємо:

𝑥2
𝜋−1

· 𝑦 = 𝑥
𝜏· 𝑦,

де 𝜋−1 ∈ {𝜄, ℓ, 𝑟} , 𝜏 := 𝜅𝜋−1 ∈ 𝑆3 . Отже, маємо три тотожностi:

𝑥2𝑦 = 𝑥
𝜏· 𝑦 (𝑖), 𝑥2

ℓ· 𝑦 = 𝑥
𝜏· 𝑦 (𝑖𝑖), 𝑥2

𝑟· 𝑦 = 𝑥
𝜏· 𝑦. (𝑖𝑖𝑖)

За означенням лiвого i правого дiлення, отримуємо рiвносильнi тотожностi:

𝑥2𝑦 = 𝑥
𝜏· 𝑦 (𝑖), (𝑥

𝜏· 𝑦) · 𝑦 = 𝑥2 (𝑖𝑖), 𝑥2 · (𝑥
𝜏· 𝑦) = 𝑦 (𝑖𝑖𝑖).

Проаналiзуємо кожну з них:
Тотожнiсть (i). При 𝜏 = 𝜄 дана тотожнiсть рiвносильна iдемпотентностi, оскiльки

її можна скоротити на 𝑦 , а тому отримаємо (33).
Якщо 𝜏 = 𝑠 , то тотожнiсть має вигляд 𝑥2𝑦 = 𝑦𝑥 . Поклавши 𝑦 = 𝑟𝑥2 отримаємо

𝑥 · 𝑥 = 𝑟𝑥2 · 𝑥 . Скоротимо на 𝑥 : 𝑥 = 𝑟𝑥2 . Домножимо злiва на 𝑥2 : 𝑥2 · 𝑥 = 𝑥 · 𝑥 .
Скоротивши на х, отримаємо iдемпотентнiсть, яка разом з 𝑥2𝑦 = 𝑦𝑥 дає комутативнiсть,
тому має мiсце (34).

Якщо 𝜏 = ℓ , тодi (i) рiвносильна 𝑥2 = 𝑥 . Отже, виконується (35).
Якщо 𝜏 = 𝑟 , тодi (i) рiвносильна 𝑥 · 𝑥2𝑦 = 𝑦 . Отже, це лiвa IР-квазiгрупа, тому

отримаємо (38).
Якщо 𝜏 = 𝑠ℓ , тодi (i) рiвносильна тотожностi 𝑥2𝑦 = 𝑦 ·𝑥 . Скористаємось означенням

лiвого дiлення: 𝑥2𝑦 · 𝑥 = 𝑦 . При 𝑦 = 𝑥2 отримаємо (𝑥2)2 = 𝑥 . Пiдставимо 𝑥2 замiсть х :
𝑥𝑦 · 𝑥2 = 𝑦 . Домножимо злiва на х i замiнимо ху на у : отримаємо (37).

Якщо 𝜏 = 𝑠𝑟 , тодi (i): 𝑥2𝑦 = 𝑦
𝑟·𝑥 . Звiдси 𝑦 ·𝑥2𝑦 = 𝑥 . Замiнимо (·) на (

𝑠·) , отримаємо
𝑦

𝑠· ((𝑥
𝑠· 𝑥)

𝑠· 𝑦) = 𝑥 , тобто виконується (36).
Тотожнiсть (ii). Якщо 𝜏 = 𝜄 , то (ii): 𝑥𝑦 · 𝑦 = 𝑥2 , при 𝑦 = 𝑟𝑥 дана тотожнiсть дає

iдемпотентнiсть, тому 𝑥𝑦 · 𝑦 = 𝑥 . 𝑟 - парастроф отриманої тотожностi є комутативнiстю,
тому (ii) парастрофна (34).

𝜏 = 𝑠 , тодi (ii) має вигляд 𝑦𝑥 · 𝑦 = 𝑥2 . При 𝑦 = 𝑥 отримуємо iдемпотентнiсть, тому
(35) виконується.

48 Галина Крайнiчук



ISSN 1817-2237. Вiсник ДонНУ. Сер. А: Природничi науки. - 2017.- № 1-2

𝜏 = ℓ , тодi (ii): (𝑥
𝜏· 𝑦)𝑦 = 𝑥2 . Оскiльки 𝑟𝑥 = 𝑥

𝜏· 𝑥 , то при 𝑦 = 𝑥 маємо 𝑟𝑥 · 𝑥 = 𝑥 · 𝑥 ,
тобто 𝑟𝑥 = 𝑥 . Злiва домножимно на х : 𝑥 = 𝑥2 . В тотожностi (ii) покладемо 𝑥

𝜏· 𝑦 = 𝑧 ,
тобто 𝑥𝑧 = 𝑦 , в результатi отримаємо (35).

𝜏 = 𝑠ℓ , тодi тотожнiсть (ii) має вигляд (𝑦
ℓ· 𝑥)𝑦 = 𝑥2 . Позначимо 𝑙𝑥 = 𝑥

ℓ· 𝑥 , то при
𝑦 = 𝑥 маємо 𝑥 = 𝑥2 . Замiнимо 𝑦

ℓ· 𝑥 = 𝑧 , тобто 𝑧𝑥 = 𝑦 : 𝑧 · 𝑧𝑥 = 𝑥 . Дана тотожнiсть
парастрофна комутативностi, тому отримаємо (34).

𝜏 = 𝑠𝑟 , тодi (ii) має вигляд (𝑦
𝑟· 𝑥)𝑦 = 𝑥2 . При 𝑦 = 𝑥 маємо 𝑟𝑥 · 𝑥 = 𝑥 · 𝑥 , тобто

𝑟𝑥· = 𝑥 . Замiнивши 𝑦
𝑟· 𝑥 = 𝑧 , тобто 𝑦𝑧 = 𝑥 , маємо 𝑧𝑦 = 𝑦𝑧 . Отже, (ii) парастрофно

рiвносильна (34).
Тотожнiсть (iii). Якщо 𝜏 = 𝜄 , тодi (iii) має вигляд 𝑥2 · 𝑦𝑥 = 𝑦 . Звiдси при 𝑦 = 𝑥

маємо (𝑥2)2 = 𝑥 , тому замiнивши 𝑥 на 𝑥2 отримаємо (37).
Якщо 𝜏 = 𝑟 , тодi (iii) має вигляд 𝑥2 · (𝑥

𝑟· 𝑦) = 𝑦 . Нехай 𝑧 := 𝑥
𝑟· 𝑦 , тобто 𝑥𝑧 = 𝑦 .

Тому рiвняння (iii) рiвносильне 𝑥2𝑧 = 𝑥𝑧 Скоротивши на 𝑧 отримаємо iдемпотентнiсть,
тому дане рiвняння рiвносильне (33).

Якщо 𝜏 = 𝑠ℓ , тодi (iii): 𝑥2(𝑦
ℓ·𝑥) = 𝑦 . Замiнимо 𝑦

ℓ·𝑥 = 𝑧 , тобто 𝑦 = 𝑧𝑥 : 𝑥2𝑧 = 𝑧𝑥 .
При 𝑧 = 𝑟𝑥2 маємо 𝑥 · 𝑥 = 𝑟𝑥2 · 𝑥 . Звiдси 𝑥 = 𝑟𝑥2 домножимо на 𝑥2 злiва: 𝑥2 · 𝑥 = 𝑥2 .
Скоротивши на 𝑥 , отримаємо iдемпотентнiсть. Тому з 𝑥2𝑧 = 𝑧𝑥 випливає комутативнiсть.
Отже, в цьому випадку тотожнiсть рiвносильна системi (34).

Якщо 𝜏 = 𝑠𝑟 , тодi (iii): 𝑥2(𝑦
𝑟· 𝑥) = 𝑦 . Нехай 𝑧 = 𝑦

𝑟· 𝑥 , тодi 𝑦𝑧 = 𝑥 i тому (iii)
рiвносильна тотжностi (𝑦𝑧)2 · 𝑧 = 𝑦 . Звiдси при 𝑦 = 𝑧 отримаємо 𝑦2 · 𝑦 = 𝑦 , а при 𝑦 = 𝑙𝑧
маємо

𝑙𝑧 = (𝑙𝑧𝑧)2 · 𝑧 = 𝑧2 · 𝑧 = 𝑧.

Домноживши справа на 𝑧 , отримаємо iдемпотентнiсть, а тому з (𝑦𝑧)2 · 𝑧 = 𝑦 випливає
тотожнiсть 𝑦𝑧·𝑧 = 𝑦, яка парастрофна комутативностi. Отже, в цьому випадку тотожнiсть
(iii) парастрофно рiвносильна системi (34).

Якщо 𝜏 = ℓ , тодi (iii) рiвносильна тотожностi 𝑥2(𝑥
ℓ· 𝑦) = 𝑦 . Пiдкладемо 𝑥

ℓ· 𝑦 = 𝑧 ,
тобто 𝑧𝑦 = 𝑥 : (𝑧𝑦)2 · 𝑧 = 𝑦 . Звiдси при 𝑦 = 𝑧 маємо 𝑧2 · 𝑧 = 𝑧 , а при 𝑦 = 𝑙𝑧 отримаємо

𝑙𝑧 = (𝑧𝑙𝑧)
2 · 𝑧 = 𝑧2 · 𝑧 = 𝑧

Домножимо рiвнiсть 𝑙𝑧 = 𝑧 справа на 𝑧 : 𝑧 = 𝑧2 , тому 𝑧𝑦 · 𝑧 = 𝑦 . Отже, отримали
систему (35).

Для доведення парастрофної нерiвносильностi використаємо такi таблицi Келi для
квазiгруп рiзних порядкiв:

* 1 2 3 4

1 1 3 4 2
2 4 2 1 3
3 2 4 3 1
4 3 1 2 4

(𝑄4; *)

◇ 1 2 3 4 5

1 1 5 2 3 4
2 5 2 4 1 3
3 2 4 3 5 1
4 3 1 5 4 2
5 4 3 1 2 5

(𝑄5; ◇)
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∘ 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 1 2 3 4 5 6 7 8 9
2 2 3 1 8 9 5 4 7 6
3 3 1 2 7 6 9 8 4 5
4 4 9 6 5 1 8 3 2 7
5 5 8 7 1 4 3 9 6 2
6 6 5 9 2 8 7 1 3 4
7 7 4 8 9 2 1 6 5 3
8 8 7 4 6 3 2 5 9 1
9 9 6 5 3 7 4 2 1 8

(𝑄9; ∘)

Тотожнiсть iдемпотентностi iнварiантна при парастрофнiй рiвносильностi, тобто, як-
що квазiгрупа iдемпотентна, то iдемпотентними є всi її парастрофи. Група 𝑍3 задоволь-
няє тотожностi (37) та (38), проте вона не iдемпотентна, тому тотожностi (37) та (38) не
можуть бути парастрофно рiвносильними жоднiй з тотожностей (33), (34), (35), (36).

Розглянемо тотожностi (33), (34) та (35). Системи тотожностей (33), (35) iнварiантнi
при парастрофiї. Якщо припустити, що пари тотожностей (33) i (34) та (34) i (35) парас-
трофно рiвносильнi, то це означає, що в кожнiй квазiгрупi, в якiй виконуються (33), (35),
має виконуватися принаймнi один iз парастрофiв тотожностей, якi парастрофно рiвно-
сильнi (34). Iз тотожностей (34): iдемпотентнiсть iнварiантна при парастрофiї, комутатив-
нiсть парастрофно рiвносильна сама собi, або 𝑥 · 𝑥𝑦 = 𝑦 або 𝑥𝑦 · 𝑦 = 𝑥 . В (𝑄4; *) вико-
нуються (33), (35), але не виконуються (34). Справдi, комутативнiсть очевидно з (𝑄4; *)
не виконується, для тотожностi 𝑥 · 𝑥𝑦 = 𝑦 вiзьмемо довiльну пару з (𝑄4; *) , наприклад,
2 · (2 ·3) = 2 ·1 = 4 ̸= 3 , отримали суперечнiсть. Для тотожностi 𝑥𝑦 ·𝑦 = 𝑥 з (𝑄4; *) маємо
(3 · 4) · 4 = 1 · 4 = 2 ̸= 3 , також суперечнiсть. Отже, пари тотожностей (33) i (34) та (34) i
(35) парастрофно нерiвносильнi.

Розглянемо пару тотожностей (33) i (35). Оскiльки iдемпотентнiсть i кососиметрич-
нiсть iнварiантна при парастрофiї, то для доведення парастрофної нерiвносильностi (33) i
(35) необхiдно побудувати iдемпотентну квазiгрупу, в якiй не виконується кососиметрич-
нiсть. Такою квазiгрупою є (𝑄5; ◇) . Справдi, (3 · 2) · 3 = 4 · 3 = 5 ̸= 2 . Отже, (33) i (35)
парастрофно нерiвносильнi.

Розглянемо пари тотожностей (33) i (36), (34) i (36). Оскiльки iдемпотентнiсть iн-
варiантна при парастрофiї, то для доведення парастрофної нерiвносильностi пар (33) i
(36) та (34) i (36) використаємо квазiгрупу (𝑄5; ◇) , в якiй (33) i (34) виконується. Дове-
демо, що квазiгрупа (𝑄5; ◇) не виконується в жодному парастрофi тотожностi (36). Для
цього використаємо результат твердження

Справдi, для 𝜄 -парастрофа маємо (3 · (5 · 5)) · 3 = (3 · 5) · 3 = 1 · 3 = 2 ̸= 5 ,
для 𝑠 -парастрофа маємо тотожнiсть 𝑦 · (𝑥2 · 𝑦) = 𝑥 , а з квазiгрупи (𝑄5; ◇) отримує-
мо 5 · ((4 · 4) · 5) = 5 · (4 · 5) = 5 · 2 = 3 ̸= 4 . В ℓ -парастрофi, згiдно означен-

ня лiвого дiлення маємо тотожнiсть 𝑥𝑦 · (𝑥
ℓ· 𝑥) = 𝑦 , а з квазiгрупи (𝑄5; ◇) отри-

муємо (3 · 2) · (3
ℓ· 3) = 4 · 3 = 5 ̸= 2 . Для 𝑟 -парастрофа за означенням право-

го дiлення отримуємо тотожнiсть (𝑦
𝑟· (𝑥

𝑟· 𝑥)) · 𝑥 = 𝑦 , а з квазiгрупи (𝑄5; ◇) маємо
(2

𝑟· (5
𝑟· 5)) ·5 = (2

𝑟· 5) ·5 = 1 ·5 = 4 ̸= 2 . В 𝑠𝑟 -парастрофi за комутуванням та означенням
правого дiлення отримуємо тотожнiсть (𝑥

𝑟· 𝑥) · 𝑦𝑥 = 𝑦 , а з квазiгрупи (𝑄5; ◇) маємо
(5

𝑟· 5) · (3 · 5) = 5 · 1 = 4 ̸= 3 . I нарештi для 𝑠ℓ -парастрофа за означенням комутування

та лiвого дiлення отримуємо тотожнiсть 𝑥 · ((𝑥
ℓ· 𝑥)

ℓ· 𝑦) = 𝑦 , а з квазiгрупи (𝑄5; ◇) маємо
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3 · ((3
ℓ· 3)

ℓ· 2) = 3 · (3
ℓ· 2) = 3 · 5 = 1 ̸= 2 . Отже, (33) i (36) та (34) i (36) парастрофно

нерiвносильнi.
Розглянемо пару тотожностей (37) i (38). Вони рiзнi, оскiльки тотожнiсть (38) вико-

нується в квазiгрупi 9-го порядку (𝑄; ∘) а тотожнiсть (37) в цiй квазiгрупi не виконується.
Справдi, нехай вiзьмемо будь-яку пару чисел з квазiгрупи (𝑄; ∘) i перевiримо чи вико-
нується тотожнiсть (37):

5 ∘ (8 ∘ (5 ∘ 5)) = 5 ∘ (8 ∘ 4) = 5 ∘ 6 = 3 ̸= 8.

Отже, тотожностi (37) i (38) незалежнi.
Всi вище описанi результати можна подати в такiй таблицi:

(34) (35) (36) (37) (38)

(33) (𝑄4; *) (𝑄5; ◇) (𝑄5; ◇) 𝑍3 𝑍3

(34) × (𝑄4; *) (𝑄5; ◇) 𝑍3 𝑍3

(35) × × 𝑍5 𝑍3 𝑍3

(36) × × × 𝑍3 𝑍3

(37) × × × × (𝑄9; ∘)

2

Теорема 6. Будь-яка тотожнiсть виду (19) на квазiгрупах парастрофно-рiвносильна
точно однiй iз таких тотожностей:

𝑥2 · 𝑥 = 𝑦2; (39)

(𝑥2 · 𝑥)𝑦 = 𝑦; (40)

(𝑥 · 𝑥2)𝑦 = 𝑦. (41)

Доведення. Аналогiчне доведенню Теореми 5. 2

Теорема 7. Будь-яка тотожнiсть виду (20) на квазiгрупах парастрофно-рiвносильна
точно однiй iз таких тотожностей:

𝑥2 · 𝑥2 = 𝑥; (42)

(𝑥2 · 𝑥)𝑥 = 𝑥; (43)

(𝑥 · 𝑥2)𝑥 = 𝑥. (44)

Доведення. Просте та очевидне та аналогiчне доведенню Теореми 5. 2

8. Класифiкацiя парастрофно рiвносильних тотожностей за рiвносильнiстю
В попереднiй частинi статтi знайдено тотожностi з точнiстю до парастрофної рiвно-

сильностi, тобто розбивають один узагальнений клас на пучки парастрофних многовидiв.
В цiй частинi статтi ми описуємо тотожностi з точнiстю до парастрофної рiвносильностi,
якi визначають парастрофнi многовиди та описуємо тотожностi з точнiстю до рiвносиль-
ностi, якi визначають один многовид в пучку.
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Пучки тотожностей виду (17)

Твердження 6. Нехай многовид A визначається тотожнiстю (25), тодi многовиди
визначаються

A = 𝑟A тотожнiстю 𝑥(𝑥 · 𝑥𝑦) = 𝑦; (45)
𝑠A = 𝑠𝑟A тотожнiстю (𝑦𝑥 · 𝑥)𝑥 = 𝑦; (46)
ℓA = 𝑠ℓA кожною iз тотожностей 𝑥(𝑦𝑥

ℓ· 𝑦) = 𝑦𝑥, (𝑥
𝑟· 𝑦𝑥)𝑦 = 𝑦𝑥. (47)

Доведення. З наслiдку 3. випливає, що 𝑟 -парастроф 𝑟A многовида A визначається
тотожнiстю

𝑥
𝑟· (𝑥

𝑟· (𝑥
𝑟· 𝑦)) = 𝑦.

Скориставшись означенням правого дiлення тричi, отримуємо тотожнiсть (45), яка збi-
гається з (25), тобто тотожнiсть (45) визначає многовид A = 𝑟A .

𝑠 -парастроф многовида 𝑠A визначається тотожнiстю

𝑥
𝑠· (𝑥

𝑠· (𝑥
𝑠· 𝑦)) = 𝑦.

Згiдно означення комутування, переставивши пiдтерми, отримаємо (46). Згiдно наслiд-
ку 4., 𝑠 -парастроф тотожностi (46) визначає многовид 𝑠A = 𝑠𝑟A . А це означає iстиннiсть
пункту (46).

ℓ -парастроф ℓA многовида A визначається тотожнiстю

𝑥
ℓ· (𝑥

ℓ· (𝑥
ℓ· 𝑦)) = 𝑦.

звiдси, за означенням лiвого дiлення з лiвої частини, отримуємо:

𝑦(𝑥
ℓ· (𝑥

ℓ· 𝑦)) = 𝑥.

В отриманiй тотожностi скористаємося замiною (21)

𝑦(𝑧𝑦
ℓ· 𝑧) = 𝑧𝑦.

Перейменуємо вiдповiдно предметнi змiннi 𝑦 на 𝑥 , 𝑧 на 𝑦 , в результатi отримаємо пер-
шу тотожнiсть з (47). В тотожностi (47) використаємо праве дiлення для лiвої сторони,
отримаємо

𝑥
𝑟· 𝑦𝑥 = 𝑦𝑥

ℓ· 𝑦,
звiдси за означенням лiвого дiленя з правої сторони маємо другу тотожнiсть з (47). Отже,
тотожностi в (47) рiвносильнi i визначають многовид ℓA . Згiдно наслiдку 4., 𝑠 -парастроф
тотожностi (47), визначає многовид ℓA = 𝑠ℓA 2

Тотожнiсть (45) знайдена Бiлоусовим, тотожнiсть (46) – Бенетом, а тотожностi (47)
– автором.

Твердження 7. Нехай многовид A визначається тотожнiстю (26), тодi його парас-
трофи визначаються кожною iз тотожностей, що зазначенi у вiдповiдному рядку:

A : 𝑦(𝑥 · 𝑥𝑦) = 𝑥, 𝑥𝑦(𝑥𝑦 · 𝑥) = 𝑦; (48)
𝑠A : (𝑦𝑥 · 𝑥)𝑦 = 𝑥, (𝑥 · 𝑦𝑥)𝑦𝑥 = 𝑦; (49)
ℓA : 𝑥(𝑦𝑥 · 𝑦) = 𝑦𝑥; (50)
𝑟A : 𝑥(𝑥 · 𝑦𝑥) = 𝑦, (𝑥 · 𝑥𝑦)𝑥 = 𝑦, 𝑥(𝑥𝑦 · 𝑥) = 𝑦; (51)
𝑠ℓA : (𝑥 · 𝑦𝑥)𝑦 = 𝑦𝑥; (52)
𝑠𝑟A : (𝑥𝑦 · 𝑥)𝑥 = 𝑦, 𝑥(𝑦𝑥 · 𝑥) = 𝑦, (𝑥 · 𝑦𝑥)𝑥 = 𝑦. (53)
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Доведення. Для знаходження тотожностей, якi визначають парастрофи многовида A ,
застосовуватимемо наслiдок 3.. Отже, 𝑠 -парастроф 𝑠A визначається тотожнiстю

𝑦
𝑠· (𝑥

𝑠· (𝑥
𝑠· 𝑦)) = 𝑥.

Згiдно означення комутування, переставивши пiдтерми, отримуємо першу тотожнiсть (49).
Отже, многовид 𝑠A визначається тотожнiстю (49).

ℓ -парастроф ℓA многовиду A визначається тотожнiстю

𝑦
ℓ· (𝑥

ℓ· (𝑥
ℓ· 𝑦)) = 𝑥.

В цiй тотожностi за означенням лiвого дiлення отримуємо:

𝑥 · (𝑥
ℓ· (𝑥

ℓ· 𝑦)) = 𝑦.

Використовуючи (21) для (𝑥
ℓ· 𝑦) замiнимо:

𝑥
ℓ· 𝑦 =: 𝑡↔ 𝑡𝑦 = 𝑥↔ 𝑡

𝑟· 𝑥 = 𝑦,

в результатi отримаємо

𝑥 · (𝑥
ℓ· 𝑡) = 𝑡

𝑟· 𝑥.

За означенням правого дiлення маємо

𝑡(𝑥 · (𝑥
ℓ· 𝑡)) = 𝑥.

Скориставшись замiною (21) для терма (𝑥
ℓ· 𝑡) та вiдповiдним перейменуванням змiнних,

в результатi отримаємо тотожнiсть з (50). Отже, многовид ℓA визначається тотожнiстю
(50).

Замiнивши в (50) головну операцiю на 𝑠 -парастроф, ми отримаємо тотожнiсть

𝑥
𝑠· ((𝑦

𝑠· 𝑥)
𝑠· 𝑦)) = 𝑦

𝑠· 𝑥,

яка, згiдно наслiдку 4., є 𝑠ℓ -парастрофом тотожностi (26), тобто визначає многовид 𝑠ℓA .
Скориставшись означенням комутування термiв, в результатi отримаємо першу тотож-
нiсть з (52). Отже, многовид 𝑠ℓA визначається тотожнiстю (52).

𝑟 -парастроф 𝑟A многовида A визначається тотожнiстю

𝑦
𝑟· (𝑥

𝑟· (𝑥
𝑟· 𝑦)) = 𝑥.

Звiдси, за означенням правого дiлення лiвої частини тричi пiдряд маємо першу тотожнiсть
з (51). Це означає, що многовид 𝑟A визначається першою тотожнiстю (51)

𝑦 = 𝑥(𝑥 · 𝑦𝑥).

Замiнивши в тотожностi (51)головну операцiю на 𝑠 - парастроф, потiм скориставшись
означенням комутування, в результатi лотримаємо (53). Це означає, що многовид 𝑠𝑟A
визначається першою тотожнiстю (53).
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Доведемо рiвносильнiсть тотожностей в кожному многовидiв. Розглянемо многовид
A . В першiй тотожностi (48) скористаємося означенням правого дiлення злiва:

𝑦
𝑟· 𝑥 = 𝑥 · 𝑥𝑦.

Скориставшись замiною (22) для лiвої частини отриманої рiвностi та перейменувавши
вiдповiдно предметнi змiннi, отримуємо другу тотожнiсть з (48).

Розглянемо многовид 𝑠A . В першiй рiвностi (49) за означенням лiвого дiлення злiва
маємо

𝑥
ℓ· 𝑦 = 𝑦𝑥·).

Скориставшись замiною (21) для лiвої частини отриманої рiвностi та перейменувавши
вiдповiдно предметнi змiннi, отримуємо другу тотожнiсть з (49).

Розглянемо многовид 𝑟A . Домножимо обидвi частини рiвностi (50) на 𝑥 справа та
замiнивши в отриманiй рiвностi 𝑦𝑥 на 𝑥 , в результатi отримаємо другу рiвнiсть з (50).
Домножимо другу рiвнiсть з (50) на 𝑥 злiва та замiнимо 𝑥𝑦 на 𝑦 , в результатi матимемо
третю рiвнiсть з (50). Оскiльки ми рухалися за рiвносильнiстю, то всi тотожностi (50)
рiвносильнi i визначають многовид 𝑟A .

Аналогiчно доводиться рiвносильнiсть тотожностей многовиду 𝑠𝑟A . 2

Твердження 8. Нехай многовид A визначається тотожнiстю (27), тодi многовиди
визначаються

𝑠A тотожнiстю 𝑦𝑥 · 𝑥 = 𝑥𝑦; (54)
ℓA тотожнiстю 𝑥(𝑦 · 𝑦𝑥) = 𝑦𝑥; (55)
𝑟A кожною iз тотожностей 𝑥𝑦 · (𝑥𝑦 · 𝑦) = 𝑥, (𝑥 · 𝑥𝑦) · 𝑦 = 𝑥; (56)
𝑠ℓA тотожнiстю (𝑥𝑦 · 𝑦) · 𝑥 = 𝑥𝑦; (57)
𝑠𝑟A кожною iз тотожностей (𝑥 · 𝑥𝑦) · 𝑥𝑦 = 𝑦, 𝑦 · (𝑦𝑥 · 𝑥) = 𝑥. (58)

Доведення. Для знаходження тотожностей, якi визначають парастрофи многовида A ,
застосовуватимемо наслiдок 3.. Отже, 𝑠 -парастроф 𝑠A визначається тотожнiстю

𝑥
𝑠· (𝑥

𝑠· 𝑦) = 𝑦
𝑠· 𝑥.

Згiдно означення комутування, переставивши пiдтерми, отримаємо (54).
ℓ -парастроф многовиду ℓA визначається тотожнiстю

𝑥
ℓ· (𝑥

ℓ· 𝑦) = 𝑦
ℓ· 𝑥.

В цiй тотожностi за означенням лiвого дiлення отримуємо:

(𝑦
ℓ· 𝑥) · (𝑥

ℓ· 𝑦) = 𝑥.

Для (𝑦
ℓ· 𝑥) скористаємося замiною (21), в результатi отримаємо

𝑡 · (𝑥
ℓ· 𝑡𝑥) = 𝑥.

З цiєї тотожностi за означенням правого дiлення маємо:

𝑡
𝑟· 𝑥 = 𝑥

ℓ· 𝑡𝑥,
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а за означенням лiвого дiлення отримуємо:

(𝑡
𝑟· 𝑥) · 𝑡𝑥 = 𝑥.

Для цiєї рiвностi, враховуючи замiну (22), використаємо таку замiну 𝑡
𝑟· 𝑥 =: 𝑦 , тобто

𝑡𝑦 = 𝑥 . В результатi отримаємо тотожнiсть

𝑦 · (𝑡 · 𝑡𝑦) = 𝑡𝑦.

Перейменувавши 𝑦 через 𝑥 та 𝑡 через 𝑦 , отримаємо тотожнiсть з (55). Отже, многовид
ℓA визначається тотожнiстю (55).

Замiнивши в (55) головну операцiю на 𝑠 -парастроф, ми отримаємо тотожнiсть

𝑥
𝑠· (𝑦

𝑠· (𝑦
𝑠· 𝑥)) = 𝑦

𝑠· 𝑥,

яка, згiдно наслiдку 4., є 𝑠ℓ -парастрофом тотожностi (27), тобто визначає многовид 𝑠ℓA .
Скориставшись означенням комутування термiв, в результатi отримаємо тотожнiсть з (57).

𝑟 -парастроф многовида 𝑟A визначається тотожнiстю

𝑥
𝑟· (𝑥

𝑟· 𝑦) = 𝑦
𝑟· 𝑥.

Звiдси за означенням правого дiлення лiвої частини маємо:

𝑥 · (𝑦
𝑟· 𝑥) = 𝑥

𝑟· 𝑦.

В цiй тотожностi також з означення правого дiлення для правої частини, отримуємо:

𝑥 · (𝑥 · (𝑦
𝑟· 𝑥)) = 𝑦.

Скориставшись замiною (22), отримуємо тотожнiсть, в якiй перейменуємо вiдповiдно пред-
метнi змiннi, в результатi отримаємо першу тотожнiсть з (56). Отже, тотожнiсть (56)
визначає многовид 𝑟A .

Оскiльки тотожнiсть (58) є 𝑠 -парастрофом тотожностi (56), то, згiдно наслiдку 4.,
тотожнiсть (58) визначає многовид 𝑠𝑟A .

Згiдно означення 1., 𝑠ℓ -парастроф многовида 𝑠ℓA визначається тотожнiстю

𝑥
𝑠𝑟· (𝑥

𝑠𝑟· 𝑦) = 𝑦
𝑠𝑟· 𝑥,

бо (𝑠ℓ)−1 = 𝑠𝑟 . За означенням комутування з останньої рiвностi маємо:

(𝑦
𝑟· 𝑥)

𝑟· 𝑥 = 𝑥
𝑟· 𝑦.

Скористаємося в цiй тотожностi означенням правого дiлення для лiвої частини:

(𝑦
𝑟· 𝑥) · (𝑥

𝑟· 𝑦) = 𝑥.

В цiй тотожностi скористаємося замiною (22) для терма (𝑦
𝑟· 𝑥) , в результатi отримаємо

𝑡 · (𝑦𝑡
𝑟· 𝑦) = 𝑦𝑡.
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За означенням правого дiлення маємо:

𝑡
𝑟· 𝑦𝑡 = 𝑦𝑡

𝑟· 𝑦.

В отриманiй тотожностi введемо замiну, а саме 𝑦𝑡 =: 𝑥 , тобто 𝑥
ℓ· 𝑡 = 𝑦 . В результатi

отримаємо рiвносильну тотожнiсть:

𝑡
𝑟· 𝑥 = 𝑥

𝑟· (𝑥
ℓ· 𝑡).

В цiй тотожностi спочатку за означення правого дiлення з правої частини, а потiм за
означенням лiвого дiлення теж з правої частини отримуємо

(𝑥 · (𝑡
𝑟· 𝑥)) · 𝑡 = 𝑥.

Скористаємося замiною (22) для терма (𝑡
𝑟· 𝑥) з вiдповiдним взаємним перейменуванням

предметних змiнних отримуємо тотожнiсть (57). Отже, тотожнiсть (57) визначає многовид
𝑠ℓA .

Згiдно означення 1., 𝑠𝑟 -парастроф многовида 𝑠𝑟A визначається тотожнiстю

𝑥
𝑠ℓ· (𝑥

𝑠ℓ· 𝑦) = 𝑦
𝑠ℓ· 𝑥,

(𝑠𝑟)−1 = 𝑠ℓ . За означенням комутування звiдси маємо:

(𝑦
ℓ· 𝑥)

ℓ· 𝑥 = 𝑥
ℓ· 𝑦.

За означенням правого дiлення для лiвої частини тотожностi маємо:

(𝑦
ℓ· 𝑥)

𝑟ℓ· (𝑥
ℓ· 𝑦) = 𝑥,

оскiльки 𝑟ℓ = 𝑟ℓ𝑟𝑟 = 𝑠𝑟 , то, враховуючи означення комутативностi, отримуємо:

(𝑥
ℓ· 𝑦)

𝑟· (𝑦
ℓ· 𝑥) = 𝑥.

В отриманiй тотожностi скористаємося замiною (21) для терму (𝑦
ℓ· 𝑥) , матимемо:

(𝑥
ℓ· 𝑡𝑥)

𝑟· 𝑡 = 𝑥.

За означенням лiвого дiлення для лiвої частини маємо:

𝑥
ℓ· 𝑡𝑥 = 𝑥

ℓ𝑟· 𝑡.

Оскiльки ℓ𝑟 = ℓ𝑟ℓℓ = 𝑠ℓ , то скориставшись комутуванням, отримуємо:

𝑥
ℓ· 𝑡𝑥 = 𝑡

ℓ· 𝑥.

Згiдно означення лiвого дiлення для лiвої частини цiєї рiвностi маємо:

(𝑡
ℓ· 𝑥) · 𝑡𝑥 = 𝑥.
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В цiй тотожностi покладемо 𝑡
ℓ· 𝑥 =: 𝑦 , тобто 𝑦𝑥 = 𝑡 . В результатi отримаємо другу

тотожнiсть з (58), тому вона визначає многовид 𝑠𝑟A .
Для отримання iнших тотожностей скористаємося наслiдком 4.. А саме, друга тотож-

нiсть iз (58) визначає многовид 𝑠𝑟A , тому її 𝑠 -парастроф визначає многовид 𝑠𝑠𝑟A = 𝑟A ,
тобто отримали другу тотожнiсть з (56).

Знайдемо ℓ -парастроф другої тотожностi з (58):

𝑦
ℓ· ((𝑦

ℓ· 𝑥)
ℓ· 𝑥) = 𝑥.

Скористаємося означенням лiвого дiлення:

𝑥 · ((𝑦
ℓ· 𝑥)

ℓ· 𝑥) = 𝑦.

Покладемо 𝑡 := (𝑦
ℓ· 𝑥)

ℓ· 𝑥 , звiдси 𝑦 = 𝑡𝑥 ·𝑥 , тобто отримали тотожнiсть (54). Знову згiдно
наслiдку 4., дана тотожнiсть визначає ℓ𝑠𝑟 -парастроф многовида A , тобто многовид 𝑠A ,
позаяк ℓ𝑠𝑟 = 𝑠 .

𝑟 -парастроф другої тотожностi з (58) має вигляд

𝑦
𝑟· ((𝑦

𝑟· 𝑥)
𝑟· 𝑥) = 𝑥.

Скористаємося означенням правого дiлення:

𝑦𝑥 = (𝑦
𝑟· 𝑥)

𝑟· 𝑥, тобто 𝑥 = (𝑦
𝑟· 𝑥) · 𝑦𝑥.

Замiнивши 𝑦
𝑟· 𝑥 на 𝑦 , отримаємо тотожнiсть з (55). За наслiдком 4., вона визначає

многовид ℓA , оскiльки 𝑟𝑠𝑟 = ℓ .
𝑠𝑟 -парастроф другої тотожностi з (58) має вигляд

𝑦
𝑠ℓ· ((𝑦

𝑠ℓ· 𝑥)
𝑠ℓ· 𝑥) = 𝑥, тобто (𝑥

ℓ· (𝑥
ℓ· 𝑦))

ℓ· 𝑦 = 𝑥.

Скористаємося означенням лiвого дiлення:

𝑥𝑦 = 𝑥
ℓ· (𝑥

ℓ· 𝑦), тобто 𝑥𝑦 · (𝑥
ℓ· 𝑦) = 𝑥

Покладемо 𝑡 := 𝑥
ℓ· 𝑦 , тобто 𝑥 = 𝑡𝑦 : (𝑡𝑦 · 𝑦)𝑡 = 𝑡𝑦 . Отримана тотожнiсть збiгається з

тотожнiстю з (57), тому (57) визначає многовид 𝑠ℓA , оскiльки 𝑠𝑟𝑠𝑟 = 𝑠ℓ .
𝑠ℓ -парастроф другої тотожностi з (58) збiгається з тотожнiстю (27). 2

Новими тотожностями в Твердженнi 8. є перша тотожнiсть iз (56) та перша тотож-
нiсть iз (58). Решта тотожностей з Твердженнi 8. знайденi ще Стейном в 1957 роцi.

Твердження 9. Нехай многовид A визначається тотожнiстю (28), тодi многовиди
визначаються

A = 𝑠A тотожнiстю 𝑥𝑦 · 𝑥 = 𝑦 · 𝑥𝑦; (59)
ℓA = 𝑠𝑟A тотожнiстю 𝑦 · (𝑥 · 𝑦𝑥) = 𝑥; (60)
𝑟A = 𝑠ℓA тотожнiстю (𝑥𝑦 · 𝑥) · 𝑦 = 𝑥. (61)
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Доведення. З наслiдку 3. випливає, що многовид 𝑠A визначається тотожнiстю

(𝑥
𝑠· 𝑦)

𝑠· 𝑥 = 𝑦
𝑠· (𝑥

𝑠· 𝑦).

тобто 𝑥 · 𝑦𝑥 = 𝑦𝑥 · 𝑦 , яка збiгається з (59). Це означає, що A = 𝑠A . З цiєї рiвностi
випливають такi рiвностi

ℓA = ℓ𝑠A = 𝑠𝑟A, 𝑟A = 𝑟𝑠A = 𝑠ℓA.

Скориставшись знову наслiдком 3., отримуємо, що многовид ℓA визначається то-
тожнiстю

(𝑥
ℓ· 𝑦)

ℓ· 𝑥 = 𝑦
ℓ· (𝑥

ℓ· 𝑦).

В цiй тотожностi використаємо замiну (21), отримаємо:

𝑧
ℓ· 𝑧𝑦 = 𝑦

ℓ· 𝑧,

звiдси за означенням лiвого дiлення лiвої частини маємо:

(𝑦
ℓ· 𝑧) · 𝑧𝑦 = 𝑧.

Знову скористаємося замiною (21). А саме, 𝑦
ℓ· 𝑧 =: 𝑢 , 𝑢𝑧 = 𝑦 в результатi отримаємо

тотожнiсть
𝑢 · (𝑧 · 𝑢𝑧) = 𝑧,

Перейменувавши 𝑦 := 𝑢 , 𝑥 := 𝑧 , отримаємо (60).
З наслiдку 4. випливає, що многовид 𝑠ℓA визначається 𝑠 -парастрофом тотожностi

(60):
𝑦

𝑠· (𝑥
𝑠· (𝑦

𝑠· 𝑥)) = 𝑥,

яка рiвносильна (61). 2

Твердження 10. Нехай многовид A визначається тотожнiстю (29), тодi многовиди
визначаються

A = 𝑠A тотожнiстю 𝑦𝑥 · 𝑥𝑦 = 𝑥; (62)
ℓA = 𝑠𝑟A тотожнiстю (𝑥𝑦 · 𝑥) · 𝑥𝑦 = 𝑦; (63)
𝑟A = 𝑠ℓA тотожнiстю 𝑥𝑦 · (𝑦 · 𝑥𝑦) = 𝑥. (64)

Доведення. З наслiдку 3. випливає, що многовид 𝑠A , визначається 𝑠 -парастрофом то-
тожностi (62), яка збiгаться з (62). Це означає виконання рiвностi A = 𝑠A , яка, в свою
чергу, спричинює iншi рiвностi многовидiв.

ℓ -парастроф многовида ℓA визначається тотожнiстю

(𝑦
ℓ· 𝑥)

ℓ· (𝑥
ℓ· 𝑦) = 𝑥,

звiдси, за означенням лiвого дiлення з лiвої частини, отримуємо:

𝑥 · (𝑥
ℓ· 𝑦) = 𝑦

ℓ· 𝑥,
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потiм знову за означенням лiвого дiлення вже з правої частини, маємо:

(𝑥 · (𝑥
ℓ· 𝑦)) · 𝑥 = 𝑦.

В отриманiй тотожностi скористаємося замiною (21) та перейменуємо вiдповiдно предметнi
змiннi. В результатi отримаємо (63), тобто тотожнiсть (63) визначає многовид ℓA . Згiд-
но наслiдку 4., 𝑠 -парастроф тотожностi (63), тобто тотожнiсть (64), визначає многовид
𝑠ℓA = 𝑟A . А це означає iстиннiсть пунктiв твердження (63) та (64). 2

Твердження 11. Многовид, що визначається тотожнiстю (30), тотально симетрич-
ний.

Доведення. Справдi, нехай многовид A визначається тотожнiстю (30). Враховуючи на-
слiдок 3., многовид 𝑠A визначається тотожнiстю

(𝑥
𝑠· 𝑦)

𝑠· 𝑦 = 𝑥
𝑠· (𝑥

𝑠· 𝑦).

За означенням комутування та замiною лiвої i правої частини мiсцями, а також взаємним
перейменуванням предметних змiнних 𝑥 , 𝑦 , в результатi отримаємо теж тотожнiсть (30).
Це означає, що виконання рiвностi A = 𝑠A , тому група парастрофних симетрiй многовида
A мiстить перестановку 𝑠 .

Згiдно наслiдку 3., многовид ℓA визначається тотожнiстю

(𝑥
ℓ· 𝑦)

ℓ· 𝑦 = 𝑥
ℓ· (𝑥

ℓ· 𝑦).

В отриманiй тотожностi скористаємося замiною (21):

𝑧
ℓ· 𝑦 = 𝑧𝑦

ℓ· 𝑧.

За означенням лiвого дiлення для правої частини тотожностi маємо:

(𝑧
ℓ· 𝑦) · 𝑧 = 𝑧𝑦.

Покладемо 𝑡 := 𝑧
ℓ· 𝑦 , тобто 𝑡𝑦 = 𝑧 :

𝑡 · 𝑡𝑦 = 𝑡𝑦 · 𝑦,

тобто отримали тотожнiсть (30). Це означає, що виконання рiвностi A = ℓA , тому група
парастрофних симетрiй многовида A мiстить перестановку ℓ . Оскiльки перестановки ℓ, 𝑠
є твiрними групи 𝑆3 , то група парастрофних симетрiй многовида A дорiвнює 𝑆3 , а це
означає, що многовид A є тотально симетричним. 2

Твердження 12. Многовид, що визначається тотожнiстю (31), тотально симетрич-
ний.

Доведення. Нехай A — многовид, який визначається тотожнiстю (31). Очевидно, що
𝑠 -парастроф цiєї тотожностi збiгається з нею самою, тому A = 𝑠A , тобто 𝑠 належить
групi парастрофних симетрiй многовида A . ℓ -парастроф ℓA визначається тотожнiстю

(𝑥
ℓ· 𝑦)

ℓ· (𝑦
ℓ· 𝑥) = 𝑥,
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звiдки, за означенням лiвого дiлення маємо

𝑥 · (𝑦
ℓ· 𝑥) = 𝑥

ℓ· 𝑦,

ще раз, згiдно означення лiвого дiлення отримуємо:

(𝑥 · (𝑦
ℓ· 𝑥)) · 𝑦 = 𝑥.

Покладемо 𝑡 := 𝑦
ℓ· 𝑥 , тобто 𝑦 = 𝑡𝑥 . В результатi отримаємо тотожнiсть 𝑥𝑡 · 𝑡𝑥 = 𝑥 , тому

ℓ також належить групi парастрофних симетрiй многовида A . Оскiльки ця група мiстить
твiрнi групи 𝑆3 , то вона дорiвнює 𝑆3 , тобто многовид A тотально симетричний. 2

Пучки тотожностей виду (18)

Твердження 13. Многовид, що визначається тотожнiстю (33), тотально симетрич-
ний.

Доведення. Просте й очевидне. 2

Цей результат отриманий Стейном в 1957 роцi [23].

Твердження 14. Многовид, що визначається системою тотожностей (34) є односто-
ронньо симетричний.

Доведення. В системi тотожностей (34) є тотожнiсть iдемпотентностi, її група си-
метрiй одноелементна та тотожнiсть комутативностi, група симетрiй якої двоелементна.
Об’єднавши цi двi групи симетрiй, отримуємо, що пучок є односторонньо симетричним,
група симетрiй якого двоелементна. 2

Результат для парастрофiв тотожностi комутативностi отриманий Стейном в 1957
роцi [23].

Твердження 15. Многовид, що визначається тотожнiстю (35), тотально симетрич-
ний.

Доведення. В системi тотожностей (35) є тотожнiсть iдемпотентностi та тотожностi на-
пiв симетричностi, група симетрiй кожної з них одноелементна, тому об’єднавши їх отри-
муємо теж одноелементну групу симетрiй, яка означає, що пучок є тотально симетричним.
2

Результат для парастрофiв тотожностi напiв симетричностi отриманий рiзними ав-
торами в рiзнi роки, наприклад, Дж. Смiтом, Бiлоусовим, Крапєжем та iншими.

Твердження 16. Нехай многовид A визначається тотожнiстю (36), тодi його парас-
трофи визначаються кожною iз тотожностей, що зазначенi у вiдповiдному рядку:

A : 𝑦𝑥2 · 𝑦 = 𝑥, (65)
𝑠A : 𝑦 · 𝑥2𝑦 = 𝑥, (66)
ℓA : 𝑥𝑦(𝑥

ℓ·𝑥) = 𝑦, (𝑥𝑦
𝑟· 𝑦)𝑥 = 𝑥 (67)

𝑟A : 𝑥(𝑦𝑥 · 𝑦) = 𝑥; (68)
𝑠ℓA : (𝑦 · 𝑥𝑦)𝑥 = 𝑥; (69)
𝑠𝑟A : (𝑥

𝑟·𝑥)𝑦𝑥 = 𝑦, 𝑥(𝑦
ℓ· 𝑦𝑥) = 𝑥. (70)
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Доведення. Аналогiчне Твердженню 8.. 2

Твердження 17. Нехай многовид A визначається тотожнiстю (37), тодi його парас-
трофи визначаються кожною iз тотожностей, що зазначенi у вiдповiдному рядку:

𝑠A тотожнiстю 𝑥2𝑦 · 𝑥 = 𝑦; (71)
ℓA тотожнiстю 𝑥(𝑦𝑥 · 𝑦) = 𝑦𝑥 · 𝑦; (72)
𝑟A тотожнiстю 𝑥(𝑦 · 𝑥𝑦) = 𝑥; (73)
𝑠ℓA тотожнiстю (𝑦𝑥 · 𝑦)𝑥 = 𝑥; (74)
𝑠𝑟A тотожнiстю (𝑦 · 𝑥𝑦)𝑥 = 𝑦 · 𝑥𝑦. (75)

Доведення. Аналогiчне до попереднього Твердження. 2

Твердження 18. Нехай многовид A визначається тотожнiстю (38), тодi його парас-
трофи визначаються кожною iз тотожностей, що зазначенi у вiдповiдному рядку:

𝑠A : 𝑦𝑥 · 𝑥2 = 𝑦, (76)
ℓA : 𝑥𝑦 · 𝑦𝑥 = 𝑦𝑥, (77)
𝑟A : 𝑥 · (𝑥

𝑟·𝑥)𝑦 = 𝑦; 𝑥(𝑦
ℓ· 𝑥𝑦) = 𝑥, (78)

𝑠ℓA : 𝑦(𝑥
ℓ·𝑥) · 𝑥 = 𝑦, (𝑦𝑥

𝑟· 𝑦)𝑥 = 𝑥, (79)
𝑠𝑟A : 𝑥𝑦 · 𝑦𝑥 = 𝑥𝑦, . (80)

Доведення. Аналогiчне до попереднього Твердження. 2

Пучки тотожностей виду (19)

Твердження 19. Узагальнена тотожнiсть (19) визначає три пучки асиметричних
многовидiв, якi поданi в такiй таблицi:

Парастрофнi
многовиди

Пучок (39) Пучок (40) Пучок (41)

A 𝑥2 · 𝑥 = 𝑦2 (𝑥2 · 𝑥)𝑦 = 𝑦 (𝑥 · 𝑥2)𝑦 = 𝑦
𝑠A 𝑥 · 𝑥2 = 𝑦2 𝑦(𝑥 · 𝑥2) = 𝑦 𝑦(𝑥2 · 𝑥) = 𝑦
ℓA (𝑦

ℓ·𝑦)𝑥 · 𝑥 = 𝑥 (𝑦2 · 𝑥)𝑥 = 𝑥 𝑦2 · (𝑥
ℓ·𝑥) = 𝑥

𝑟A (𝑥
𝑟·𝑥)(𝑦

𝑟·𝑦)=𝑥 ((𝑥
𝑟·𝑥)

𝑟·𝑥)𝑦=𝑦 (𝑥
𝑟· (𝑥 𝑟·𝑥))𝑦=𝑦

𝑠ℓA 𝑥 · 𝑥(𝑦
𝑟·𝑦) = 𝑥 𝑦(𝑥

ℓ· (𝑥 ℓ·𝑥))=𝑦 𝑦((𝑥
ℓ·𝑥)

ℓ·𝑥)=𝑦
𝑠𝑟A (𝑦

ℓ·𝑦)(𝑥
ℓ·𝑥)=𝑥 𝑥(𝑥 · 𝑦2) = 𝑥 (𝑥

𝑟·𝑥) · 𝑦2 = 𝑥

Доведення. Легке та очевидне. В таблицi твердження в однiй довiльнiй комiрцi розташо-
вано рiвносильнi тотожностi. В двох довiльних комiрках одного стовпчика знаходяться па-
растрофнi тотожностi. В рiзних рядках одного довiльного стовпця розмiщенi парастрофно-
рiвносильнi тотожностi, якi визначають один пучок многовидiв, де рядки показують па-
растрофнi многовиди квазiгруп. 2
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Пучки тотожностей виду (20)

Твердження 20. Узагальнена тотожнiсть (20) визначає три пучки многовидiв, якi
поданi в такiй таблицi, два з яких односторонньо симетричнi, а один – асиметричний:

Парастрофнi
многовиди

Пучок (42) Пучок (43) Пучок (44)

A 𝑥2 · 𝑥2 = 𝑥 (𝑥2 · 𝑥)𝑥 = 𝑥 (𝑥 · 𝑥2)𝑥 = 𝑥
𝑠A A 𝑥(𝑥 · 𝑥2) = 𝑥 𝑥(𝑥2 · 𝑥) = 𝑥
ℓA A A 𝑥2 · (𝑥

ℓ·𝑥) = 𝑥
𝑟A 𝑥(𝑥

ℓ·𝑥) · 𝑥 = 𝑥 ((𝑥
𝑟·𝑥) 𝑟·𝑥)𝑥=𝑥 (𝑥

𝑟· (𝑥 𝑟·𝑥))𝑥=𝑥

𝑥(𝑥
ℓ· (𝑥 ℓ·𝑥))=𝑥

𝑠ℓA ℓA 𝑟A 𝑥((𝑥
ℓ·𝑥)

ℓ·𝑥)=𝑥
𝑠𝑟A 𝑟A 𝑠A (𝑥

𝑟·𝑥) · 𝑦2 = 𝑥

Доведення. Легке та очевидне. Характеристика таблицi даного твердження аналогiчна
характеристицi таблицi попереднього твердження. 2

9. Пiдсумковий результат статтi
Теорема 8. З точнiстю до парастрофно-первинної рiвносильностi всi квазiгруповi уза-
гальненi тотожностi довжини три визначають 78 рiзних многовидiв, якi розпридiленi
в 20 пучкiв квазiгрупових многовидiв, з них:
4 – тотально симетричних;
10 – асиметричних;
6 – односторонньо симетричних;
Напiв симетричних пучкiв немає.

Доведення. Доведення ґрунтується на доведеннях теорем 4., 5., 6., 7., як класифiка-
цiї кожного узагальненого класу тотожностей на пучки та вiдповiдних твердженнях, як
класифiкацї тотожностей в кожному пучку многовидiв. 2

Висновки
Наукове дослiдження спрямоване на теоретичне вивчення актуальної проблеми си-

стематизацiї результатiв вiтчизняних, зарубiжних авторiв та власних теоретичних дослiд-
жень автора в областi оборотних функцiй (квазiгруп i латинських квадратiв) та в теорiї
функцiйних рiвнянь i тотожностей, отриманих методом парастрофної симетрiї.

Проведено ретельний лiтературний пошук вiтчизняних i зарубiжних джерел, зроб-
лено огляд та аналiз знайденої iнформацiї, вивчено метод парастрофної симетрiї в теорiї
оборотних функцiй. Систематизувано отриманi власнi математичнi результати пiд єдиним
кутом зору, а саме

1)) класифiковано узагальненi функцiйнi рiвняння довжини три, в результатi отри-
мано 4 рiзних класи, завершено повну систематизацiю результатiв розв’язування отрима-
них парастрофно-первинно нерiвносильних функцiйних рiвнянь довжини три на множинi
оборотних двомiсних функцiй;

2) в квазiгрупових тотожностях довжини три можливi двi незалежнi предметнi змiн-
нi, з появами (2;2), (3;2), (4;0), (5;0), дано повну класифiкацiю цих тотожностей i вiд-
повiдних їм многовидiв враховуючи групи їх симетрiй, результати поданi в Таблицях в
додатках;
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3) для прикладiв наведено класифiкацiю тотожностей за групами парастрофної
симетрiї, в результатi отримано 20 рiзних пучкiв многовидiв квазiгруп, як наслiдок
доповнено результати класифiкацiї функцiйних рiвнянь iнших авторiв (В.Д.Бiлоусова,
Р.Ф.Коваль, А.Крапєжа, Ф.М. Сохацького та iнших).
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CLASSIFICATION OF BINARY QUASIGROUP FUNCTIONAL EQUATIONS
AND IDENTITIES OF THE LENGTH THREE

SUMMARY
In this paper, the generalized functional equations of length three are classified into 4 different
classes up to parastrophically-primary equivalence. Using the parastrophic symmetry method,
generalized parastrophic identities up to equivalence that define parastrophic varieties are
classified. As a result, 20 different varieties that are solutions of the corresponding functional
equations are obtained.
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КЛАССИФИКАЦИЯ БИНАРНЫХ ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ
И ТОЖДЕСТВ ДЛИНЫ ТРИ

РЕЗЮМЕ
В этой статье классифицированы обобщенные функциональные уравнения длины три, в
результате получено 4 разных класса с точностью к парастрофно-первичной эквивалент-
ности. С использованием метода парастрофной симметрии классифицированы обобщен-
ные парастрофные тождества с точностью к эквивалентности, которые определяют па-
растрофные многообразия, в результате получено 20 различных многообразий, которые
являются решениями соответствующих функциональных уравнений.

Ключевые слова: обратимая операция (квазигруппа), парастроф, лупа, изотоп,
тождество, функциональное уравнение, эквивалентность, парастрофная симметрия.
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