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Вступ
Алгебричний пiдхiд до вивчення факторизацiї i симетричної еквiвалентностi симе-

тричних матриць над кiльцями полiномiв з iнволюцiєю був започаткований у роботах [7],
[8] та [10]. Розв’язання П.С. Казимiрським [5] проблеми видiлення iз матричного полi-
нома регулярного множника дало змогу знайти необхiднi i достатнi умови факторизацiї
симетричних матриць над кiльцями полiномiв та квазiполiномiв з iнволюцiєю [1], [3] i
[4]. Факторизацiї симетричних матриць тiсно пов’язанi iз задачею про симетричну еквi-
валентность таких матриць. Зокрема, у працi [1] доведено, що iз строгої еквiвалентностi
регулярних симетричних матриць випливає їх конгруентнiсть. У роботi [2] встановлено,
що довiльна матриця з кiльця з iнволюцiєю, форма Смiта якої симетрична, є односто-
ронньо еквiвалентна до симетричної, i доведено конгруентнiсть прямих добуткiв строго
еквiвалентних полiномних матриць, а в [6] отримано умови симетричної еквiвалентностi
та конгруентностi симетричних матриць до їх форм Смiта над кiльцем полiномiв з iнво-
люцiєю.

Основна мета даної роботи — знайти умови iснування факторизацiї симетричних
матриць над кiльцями полiномiв з iнволюцiєю, якi симетрично еквiвалентнi до їх форм
Смiта.

Основна частина
Нехай у кiльцi полiномiв C[𝑥] визначена iнволюцiя ∇ одним iз можливих способiв
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У кiльцi матриць 𝑀𝑛(C[𝑥]) iнволюцiю ∇ введемо так:

𝐴(𝑥)∇ = ‖𝑎𝑖𝑗(𝑥)‖∇ = ‖𝑎𝑗𝑖(𝑥)∇‖.
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Полiномну матрицю 𝐴(𝑥) називають симетричною, якщо 𝐴(𝑥) = 𝐴(𝑥)∇ . Матрицi
𝐴(𝑥) i 𝐵(𝑥) називають еквiвалентними, якщо iснують матрицi 𝑃 (𝑥) , 𝑄(𝑥) ∈ 𝐺𝐿𝑛(C [𝑥])
такi, що 𝑃 (𝑥)𝐴(𝑥)𝑄(𝑥) = 𝐵(𝑥). Матрицi 𝐴(𝑥) i 𝐵(𝑥) називають симетрично еквiвален-
тними, якщо iснує матриця 𝑅(𝑥) ∈ 𝐺𝐿𝑛(C[𝑥]) така, що 𝑅(𝑥)𝐴(𝑥)𝑅(𝑥)∇ = 𝐵(𝑥). Якщо
для матриць 𝐴(𝑥) i 𝐵(𝑥) iснують 𝑃 , 𝑄 ∈ 𝐺𝐿𝑛(C) такi, що 𝑃𝐴(𝑥)𝑄 = 𝐵(𝑥), то матрицi
𝐴(𝑥) i 𝐵(𝑥) називають строго еквiвалентними [1]. Якщо ж матриць 𝐴(𝑥) i 𝐵(𝑥) iснує
𝑇 ∈ 𝐺𝐿𝑛(C) така, що 𝑇𝐴(𝑥)𝑇∇ = 𝐵(𝑥), то 𝐴(𝑥) i 𝐵(𝑥) називають ∇ – конгруентними
[6].

Факторизацiєю симетричної матрицi 𝐴(𝑥) з кiльця 𝑀𝑛(C[𝑥]) називають її зображе-
ння у виглядi

𝐴(𝑥) = 𝐵(𝑥)𝐶(𝑥)𝐵(𝑥)∇, (1)

де 𝐵(𝑥) — регулярна (унiтальна) полiномна матриця, а 𝐶(𝑥) — деяка неособлива симе-
трична матриця. Нагадаємо, що полiномну матрицю

𝐴(𝑥) =
𝑚∑︁
𝑖=0

𝐴𝑖𝑥
𝑖

називають регулярною (унiтальною), якщо det 𝐴𝑚 ̸= 0 (𝐴𝑚 = 𝐸 — одинична матриця) i
сингулярною, якщо det 𝐴𝑚 = 0 .

Позначимо через 𝑆𝐴(𝑥) форму Смiта полiномної матрицi 𝐴(𝑥)

𝑆𝐴(𝑥) = 𝑃 (𝑥)𝐴(𝑥)𝑄(𝑥), (2)

де матрицi 𝑃 (𝑥) , 𝑄(𝑥) ∈ 𝐺𝐿𝑛(C[𝑥]).
Припустимо, що форму Смiта матрицi 𝐴(𝑥) можна зобразити у виглядi

𝑆𝐴(𝑥) = Φ(𝑥)𝐼(𝑥)Φ(𝑥)∇, (3)

де Φ(𝑥), 𝐼(𝑥) — 𝑑 - матрицi [5].
Зазначимо, що розклад (1) симетричної матрицi 𝐴(𝑥), в якому 𝐵(𝑥) — регуляр-

на матриця iз формою Смiта Φ(𝑥), а матриця 𝐶(𝑥) має форму Смiта 𝐼(𝑥), називають
допустимою факторизацiєю матрицi 𝐴(𝑥), паралельною факторизацiї (3) її форми Смiта.
Iнакше кажучи, факторизацiя (1) допустима тодi, коли форма Смiта полiномної матрицi
дорiвнює добутку форм Смiта її спiвмножникiв.

Теорема 1. Нехай для симетричної полiномної матрицi 𝐴(𝑥) iснує факторизацiя

𝐴(𝑥) = 𝐵(𝑥)𝐶𝐵(𝑥)∇ (4)

паралельна факторизацiї її форми Смiта

𝑆𝐴(𝑥) = Φ(𝑥)𝐼Φ(𝑥)∇, (5)

в якiй матриця 𝐵(𝑥) лiвоеквiвалентна до форми Смiта 𝑆𝐵(𝑥) = Φ(𝑥) , а 𝐶 = 𝐶∇ —
неособлива числова дiагональна матриця з формою Смiта 𝐼 .

Тодi iснує матриця 𝑅(𝑥) ∈ 𝐺𝐿𝑛(C[𝑥]) така, що

𝑅(𝑥)𝐴(𝑥)𝑅(𝑥)∇ = 𝑆𝐴(𝑥). (6)

Кучма М.I., Iвасик Г.В. 47



ISSN 1817-2237. Вiсник ДонНУ. Сер. А: Природничi науки. - 2019.- № 1-2

Доведення. Нехай для матрицi 𝐴(𝑥) iснує факторизацiя (4) паралельна факторизацiї
її форми Смiта (5), в якiй матриця 𝐵(𝑥) лiвоеквiвалентна до форми Смiта Φ(𝑥) , тобто
iснує матриця 𝐾(𝑥) ∈ 𝐺𝐿𝑛(C[𝑥]) така, що 𝐵(𝑥) = 𝐾(𝑥)Φ(𝑥). Тодi

𝐴(𝑥) = 𝐾(𝑥)Φ(𝑥)𝐶Φ(𝑥)∇𝐾(𝑥)∇. (7)

Вiдомо [9], що симетрична (ермiтова) матриця 𝐶 конгруентна (ермiтово конгруен-
тна) до дiагональної матрицi 𝐼(𝐶) — матрицi iнерцiї для 𝐶 , тому маємо 𝐶 = 𝐺𝐼(𝐶)𝐺∇ .
Зважаючи, що Φ(𝑥)𝐺 = 𝐺Φ(𝑥), тодi iз спiввiдношення (7) отримаємо

𝐴(𝑥) = 𝐾(𝑥)Φ(𝑥)𝐺𝐼(𝐶)𝐺∇Φ(𝑥)∇𝐾(𝑥)∇ =

= 𝐾(𝑥)𝐺Φ(𝑥)𝐼(𝐶)Φ(𝑥)∇𝐺∇𝐾(𝑥)∇ = 𝑅(𝑥)𝑆𝐴(𝑥)𝑅(𝑥)∇,

де матриця 𝑅(𝑥) = 𝐾(𝑥)𝐺 оборотна над C[𝑥].
Отже, матриця 𝐴(𝑥) симетрично еквiвалентна до форми Смiта 𝑆𝐴(𝑥).
Теорему доведено. 2

Теорема 2. Нехай Φ(𝑥) — 𝑑 - матриця, deg det Φ(𝑥) = 𝑛𝑟, яка є дiльником форми Смi-
та 𝑆𝐴(𝑥) симетричної матрицi 𝐴(𝑥). Для матрицi 𝐴(𝑥) симетрично еквiвалентної до
форми Смiта 𝑆𝐴(𝑥) iснує факторизацiя (1) , в якiй 𝐵(𝑥) — унiтальна матриця сте-
пеня 𝑟 з формою Смiта Φ(𝑥) , а 𝐶(𝑥) = 𝐶(𝑥)∇ — неособлива матриця, тодi i тiльки
тодi, коли симетрична матриця

𝑉 (Φ)𝑆𝐴(𝑥)𝑉 (Φ)∇

одночасно дiлиться злiва на Φ(𝑥) i справа на Φ(𝑥)∇ при деяких допустимих значеннях
параметрiв матрицi 𝑉 (Φ), для яких виконується умова

det𝑀𝑉 (Φ)𝑅(𝑥)||𝐸,𝐸𝑥,...,𝐸𝑥𝑟−1||(Φ) ̸≡ 0,

де 𝑅(𝑥) — довiльна оборотна матриця iз спiввiдношення (6), а матриця 𝑉 (Φ) — ядро
визначальної матрицi 𝑊 (Φ) , введеної в [5] .

Доведення. Доведення випливає з теореми 1 працi [4] i факту симетричної еквiвален-
тностi матрицi 𝐴(𝑥) до форми Смiта 𝑆𝐴(𝑥).

2

Як наслiдок, iз теореми 2 випливають умови допустимої факторизацiї матриць, якi
симетрично еквiвалентнi до їх форм Смiта.

Теорема 3. Нехай для форми Смiта 𝑆𝐴(𝑥) симетричної матрицi 𝐴(𝑥) має мiсце фа-
кторизацiя (3). Для матрицi 𝐴(𝑥) симетрично еквiвалентної до форми Смiта 𝑆𝐴(𝑥)
iснує допустима факторизацiя (1), в якiй 𝐵(𝑥) — сингулярна матриця з формою Смiта
Φ(𝑥), а 𝐶(𝑥) — неособлива матриця. Якщо ж матриця 𝑅(𝑥)−1Φ(𝑥) регуляризується
справа, то множник 𝐵(𝑥) є регулярним степеня 𝑟 з формою Смiта Φ(𝑥) у фактори-
зацiї (1), де 𝑅(𝑥) — оборотна матриця iз спiввiдношення (6).

Доведення. Iз спiввiдношень (3) i (6) маємо

𝐴(𝑥) = 𝑅(𝑥)−1𝑆𝐴(𝑥)[𝑅(𝑥)∇]−1 = 𝑅(𝑥)−1Φ(𝑥)𝐼(𝑥)Φ(𝑥)∇[𝑅(𝑥)∇]−1.
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Позначивши через 𝐵(𝑥) = 𝑅(𝑥)−1Φ(𝑥), отримаємо факторизацiю (1), в якiй 𝐵(𝑥) сингу-
лярна матриця з формою Смiта Φ(𝑥).

Якщо ж матриця 𝑅(𝑥)−1Φ(𝑥) регуляризується справа, то це означає, що iснує
матриця 𝑍(𝑥) ∈ 𝐺𝐿𝑛(C[𝑥]) така, що 𝑅(𝑥)−1Φ(𝑥)𝑍(𝑥) = 𝐵(𝑥) — регулярна ма-
триця степеня 𝑟 з формою Смiта Φ(𝑥). Тому одержимо факторизацiю (1), в якiй
𝐶(𝑥) = 𝑍(𝑥)−1𝐼(𝑥)[𝑍(𝑥)∇]−1.

Теорему доведено. 2

Наступнi результати стосуються симетричної еквiвалентностi та ∇ —конгруентностi
симетричних матриць.

Твердження 1. Якщо еквiвалентнi симетричнi матрицi 𝐴(𝑥) i 𝐵(𝑥) є симетрично
еквiвалентними до їх форм Смiта 𝑆𝐴(𝑥) i 𝑆𝐵(𝑥) вiдповiдно, то вони симетрично еквi-
валентнi.

Доведення. Для матричних полiномiв 𝐴(𝑥) i 𝐵(𝑥) iснують матрицi

𝑇 (𝑥), 𝑅(𝑥) ∈ 𝐺𝐿𝑛(C[𝑥])

такi, що
𝑆𝐴(𝑥) = 𝑇 (𝑥)𝐴(𝑥)𝑇 (𝑥)∇ i 𝑆𝐵(𝑥) = 𝑅(𝑥)𝐵(𝑥)𝑅(𝑥)∇. (8)

Зважаючи, що матрицi 𝐴(𝑥) i 𝐵(𝑥) — еквiвалентнi, тобто 𝑆𝐴(𝑥) = 𝑆𝐵(𝑥), то iз
спiввiдношення (8) отримаємо

𝐵(𝑥) = 𝑆(𝑥)𝐴(𝑥)𝑆(𝑥)∇,

де матриця 𝑆(𝑥) = 𝑅(𝑥)−1𝑇 (𝑥) ∈ 𝐺𝐿𝑛(C[𝑥]).
Твердження доведено. 2

Твердження 2. Якщо еквiвалентнi симетричнi матрицi 𝐴(𝑥) i 𝐵(𝑥) є ∇ -конгруентними
до їх форм Смiта 𝑆𝐴(𝑥) i 𝑆𝐵(𝑥) вiдповiдно, то вони ∇ -конгруентнi.

Доведення. Доведення твердження 2 повнiстю повторює доведення твердження 1. 2

Теорема 4. Симетричнi матричнi двочлени

𝐴(𝑥) = 𝐸𝑥𝑚 − 𝐴 i 𝐵(𝑥) = 𝐸𝑥𝑚 −𝐵,

де матрицi 𝐴, 𝐵 ∈ 𝑀𝑛(C), 𝑚 — парне число, є ∇ — конгруентними, тодi i тiльки
тодi, коли матрицi 𝐴 i 𝐵 подiбнi.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай симетричнi матричнi двочлени

𝐴(𝑥) = 𝐸𝑥𝑚 − 𝐴 i 𝐵(𝑥) = 𝐸𝑥𝑚 −𝐵

є ∇ — конгруентними, тобто iснує матриця 𝑅 ∈ 𝐺𝐿𝑛(C) така, що

𝑅(𝐸𝑥𝑚 − 𝐴)𝑅∇ = 𝐸𝑥𝑚 −𝐵. (9)

Прирiвнюючи матричнi коефiцiєнти при однакових степенях 𝑥 у рiвностi (9), отримаємо
𝑅𝐴𝑅∇ = 𝐵 i 𝑅𝑅∇ = 𝐸, де 𝐸 — одинична матриця. З останньої рiвностi одержимо, що
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матриця 𝑅 унiтарна за iнволюцiї (𝛼) i 𝑅 ортогональна за iнволюцiй (𝛽) i (𝛾). Це i
доводить подiбнiсть матриць 𝐴 i 𝐵.

Достатнiсть. Припустимо, що 𝐴(𝑥) = 𝐸𝑥𝑚 − 𝐴 i 𝐵(𝑥) = 𝐸𝑥𝑚 − 𝐵 — симетричнi
матричнi двочлени, в яких симетричнi матрицi 𝐴 i 𝐵 — подiбнi. Тодi iснують матрицi 𝑈,
𝑉 ∈ 𝐺𝐿𝑛(C) (унiтарнi за iнволюцiї (𝛼) або ортогональнi за iнволюцiй (𝛽) i (𝛾) ) такi, що
𝐴 = 𝑈𝐷𝑈∇, 𝐵 = 𝑉 𝐷𝑉 ∇, де 𝐷 = diag(𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑛), а 𝜆𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛 — власнi значення
матриць 𝐴 i 𝐵. Враховуючи останнi спiввiдношення, отримаємо

𝐴(𝑥) = 𝐸𝑥𝑚 − 𝐴 = 𝑈(𝐸𝑥𝑚 −𝐷)𝑈∇ = 𝑈𝑉 −1(𝐸𝑥𝑚 −𝐵)[𝑉 ∇]−1𝑈∇ = 𝑅𝐵(𝑥)𝑅∇,

де матриця 𝑅 = 𝑈𝑉 −1 ∈ 𝐺𝐿𝑛(C).
Отже, матричнi двочлени 𝐴(𝑥) = 𝐸𝑥𝑚−𝐴 i 𝐵(𝑥) = 𝐸𝑥𝑚−𝐵 є ∇ — конгруентними.
Теорему доведено. 2

Висновки
У роботi показано, що для симетричних лiвоеквiвалентних матриць своїм формам

Смiта завжди iснує допустима факторизацiя. Також знайдено необхiднi й достатнi умови
симетричної еквiвалентностi до форми Смiта у разi iснування недопустимих факторизацiй.
Отримано результати, що стосуються симетричної еквiвалентностi та ∇ —конгруентностi
симетричних матриць над кiльцями полiномiв з iнволюцiєю. Для симетричних матричних
двочленiв отримано критерiй їх ∇ — конгруентностi.
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СИММЕТРИЧЕСКАЯ ЭКВИВАЛЕНТНОСТЬ СИММЕТРИЧЕСКИХ
МАТРИЦ НАД КОЛЬЦАМИ ПОЛИНОМОВ С ИНВОЛЮЦИЕЙ

РЕЗЮМЕ
Установлены необходимые и достаточные условия существования факторизации симме-
трических матриц, которые симметрически эквивалентные к формам Смита, над кольцом
полиномов с инволюцией. Установлен критерий ∇ — конгруэнтности симметрических ма-
тричных двучленов.
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