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ТЕОРЕМА О СРЕДНЕМ ДЛЯ ИСКАЖЁННОЙ СВЕРТКИ НА СФЕРЕ 

 
В. С. Василянская, Вит. В. Волчков 

 
 
Получен аналог классической теоремы о среднем для искажённой свёртки на сфере, при этом был подсчитан 

инвариантный оператор для данной искаженной свертки и найдены собственные функции этого оператора.    
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Введение. Пусть G  – связная группа Ли, K  – её компактная подгруппа, KG /  – однородное 

пространство левых смежных классов gK . Обозначим через )/( KGD  алгебру дифференциальных опе-
раторов на KG / , инвариантных относительно всех сдвигов gxKxK →  на KG /  (см. [1, глава 2, §4]). 
Общей собственной функцией на KG /  называется функция, собственная для любого из операторов 

)/( KGD D∈ . Для гомоморфизма : ( / )G Kκ →D C  положим { ( / ) : ( )E f C G K Df D fκκ
∞= ∈ =  для 

любого ( / )}D G K∈D . Каждое общее собственное пространство {0}Eκ ≠  содержит ровно одну сфе-

рическую функцию ϕ . Элементы f  пространства κE  характеризуются тем, что они удовлетворяют 
уравнению  

( ) ( ) ( )
K

f xkyK dk f xK yKϕ=∫ ,  Gyx ∈,                                                             (1) 

(см. [1, глава 4, §2]). Соотношение (1) обобщается на распределения следующим образом. Пусть Φ  – 

множество сферических функций на /G K ,  ( / )G Kε ′  – пространство K-инвариантных распределений 

с компактными носителями, T  – сферическое преобразование распределения ( / )T G Kε∈ ′ ,  то есть 

( ) ,T Tϕ ϕ
∨

= , ϕ ∈Φ , где 1( ) ( ),gK g K g Gϕ ϕ −
∨

= ∈ . Тогда 

( )f T T fϕ∗ = ,                                                                         (2) 

где ∗  обозначает свертку распределений на KG /  (см. [1, глава 2, §5]). Утверждения такого типа назы-
вают теоремами о среднем для собственных функций инвариантных дифференциальных операторов. От-
носительно различных частных случаев формулы (2) и их обобщений см., например, [2–5]. 

Постановка задачи. Теоремы о среднем играют важную роль в ряде вопросов анализа, диффе-
ренциальных уравнений, интегральной геометрии и других областях. Например, при изучении ядер раз-
личных свёрточных операторов возникает необходимость в обобщениях формулы (2) для других типов 
свёртки. В связи с теорией уравнений свёртки на сфере [5], представляют интерес теоремы о среднем для 
свёртки вида: 

1
1 2 1 2

1 ,
( )( ) ( ) ( )

1 ,

S

G

go z
f f z f go f g z dg

z go
− ⎛ ⎞+

∗ = ⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠
∫ ,                                                  (3) 

где (2)G PSU= (см. [6, лекция 27]), ,z go z go= ⋅ , s ∈R .  
Ранее изучался лишь случай 0=s  [4, часть 2].   
Построение решения задачи. Пусть C  – расширенная комплексная плоскость со стандартной 

структурой многообразия и с римановой структурой, задаваемой на C  метрическим тензором 

,
, 2 2(1 )

i j
i jg

z

δ
=

+
 

( ji,δ  – символ Кронекера). Это риманово многообразие изометрично двумерной сфере постоянной сек-

ционной кривизны 4. Группа G   действует на C  посредством отображений  
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abz
bazzg

+
−=)( ,   122 =+ ba .                                                             (4) 

Риманова мера на C  имеет вид 

( ) 22( ) ( ) 1d z dm z zµ
−

= + , 

где )(zdm  – мера Лебега в 2R . Считаем, что мера Хаара dg на G  нормирована соотношением 

∫ ∫=
G C

zdzfdggof )()()( µ ,     )(1 µdLf C,∈ .                                             (5) 

Пусть ),( ⋅⋅d  – функция расстояния на C . Для 20 π≤< R  положим 

{ }RzdCzBR <∈= ),0(: ,   { }: (0, )RB z C d z R= ∈ ≤ . 

Будем использовать следующие классы функций и распределений в RB : )(,1
R

loc BL  – совокуп-
ность локально интегрируемых функций в RB ; )( RBRA  – класс вещественно-аналитических функций; 

( )RBε ′  – пространство распределений с компактным носителем; ( )RBε ′  – множество радиальных 

распределений из ( )RBε ′ . 

Пусть ( )RT Bε∈ ′ . Введём чётную целую функцию ( )TF с помощью равенства  

( )( ) ,T T Hλλ =F ,   λ ∈C ,                                                            (6) 

где 

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝
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+
−++++= −

1
;1;

2
1,

2
1)1()( 2

2
2

z

z
ssFzzH S λλ

λ , 

( , ; ; )F zα β γ  – аналитическое продолжение на [ )+∞,1\C  гипергеометрического ряда   

!)()()(
)()()(

0 k
z

k
kk k

k
∑

∞

= +ΓΓΓ
Γ+Γ+Γ

γβα
γβα

,    1<z . 

Кроме того, положим { }( ) inf 0 : supp Rr T r T B= > ⊂ . 

Для )( RBCf ∞∈ , 0 /4R π< ≤ , определим свёртку 
S

goz
zgo

zgfTogTf ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
+

=∗ −−

,1
,1

)(,))(( 11 ,  )(
1

TrRBog −
− ∈ ,                              (7) 

где ветвь степени выделяется условием 11 =S .Указанное определение корректно и когда функция T  
совпадает с (3) (см. лемму 1 ниже). Определим дифференциальный оператор L  следующим образом: 

1 2CL A A= + +L ,                                                                               (8) 

где  CL  – оператор Лапласа-Бельтрами на C , 

IdzsA 22
1 4−= ,    ( )2

2 4 1A s z z z
z z

∂ ∂⎛ ⎞= − + −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
,                                              (9) 

Id  – тождественный оператор. 
Основным результатом данной работы является следующая теорема. 

Теорема 1. Пусть ( )RT Bε∈ ′ , 0
4

R π< ≤ ,  и  ( )2 2( ) 4 1f s fλ= + −L  в RB  при некотором 

λ ∈C . Тогда  
( )( )f T T fλ∗ = F    в  ( )R r TB −                                                        (10) 

Прежде всего, установим корректность определения (7). Обозначим, через )2(SO  группу враще-

ний 2R . 

Лемма 1. Пусть ( )RT Bε∈ ′ , ( )Rf C B∞∈ , 0 /4R π< ≤ . Тогда функция 
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1 1 ,
( ) , ( )

1 ,

S
go z

g T f g z
z go

− ⎛ ⎞+
Θ = ⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠

,   g G∈ : 1
( )R r Tg o B−

−∈  

постоянна на правых классах смежности группы G  по подгруппе )2(SO  и является, таким образом, 

функцией от og 1− . Кроме того, если 1,( )( )loc
RT L Bε∈ ′∩ , то  

( ) ( ) ( )1 1 ,
( )

1 ,

S

G

go z
f T z f go T g z dg

z go
− ⎛ ⎞+

∗ = ⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠
∫ ,   )(TrRBz −∈ .                             (11) 

Доказательство. Для )2(SO∈τ  имеем 

S
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Отсюда и из радиальности T  получаем )()( gg Θ=Θ τ , что доказывает первое утверждение. 

Пусть 1,( )( )loc
RT L Bε∈ ′∩ , тогда 

( )( ) ( ) ( )1 1 1 ,
( )

1 ,
R

S

B

go z
f T g o T z f g z d z

z go
µ− − ⎛ ⎞+

∗ = ⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠
∫ .                                      (12) 

Прямое вычисление показывает, что 

zgog

ogzg

goz
zgo

11

11

,1
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−−

−−

+

+
=

+
+

.                                                            (13) 

Используя (12), (13), инвариантность µd  относительно G  и (5), получаем 
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Учитывая, что )()( 11 oghTghoT −−= , приходим к (11). 
Далее установим инвариантность L  относительно «искаженных сдвигов» (11). Доказательство 

этого факта удобно разбить на несколько лемм. 
Лемма 2.  Имеет место равенство 

( )22 1 2 1 2
1 2 1 2 2 1( ) 4 1C C C

f f f fL f f f L f f L f z
z z z z

∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= + + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
. 

Доказательство. Оператор CL  имеет вид 

( )221CL z= + ∆ ,                                                                          (14) 

где ∆  – лапласиан в 2R  [5]. Отсюда следует 

( )22 1 2 1 2
1 2 1 2 2 1( ) 2 1C C C

f f f fL f f f L f f L f z
x x y y

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
= + + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

. 

Учитывая, что  
f f f
x z z

∂ ∂ ∂= +
∂ ∂ ∂

,      
f f fi
y z z

∂ ∂ ∂⎛ ⎞= −⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
, 

получаем требуемое. 
Всюду ниже считаем, что выполнено (4). Положим 
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Лемма 3. Имеет место равенство 

)(
1

4))(( 1

2

2

2
222 zu

bzaa

z
baszuL SSC −⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−

+
−= .                                              (15) 

Доказательство. Имеем 
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bzaa
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z

u
S

S

−
=

∂
∂

,    )(12 zu
bzaa

bsa
z

u
S

S
−

−
−=

∂
∂

.                                      (16) 

Из (16) находим 

)(
)(

122

222

2

2

zu
bzaa

bas
z

u
bzaa

bas
zz

u
S

SS
−

−
−=

∂
∂

−
=

∂∂
∂

. 

Отсюда и из (14) следует (15). 
Лемма 4. Пусть )( )()( zuzfz Sg =Φ . Тогда 

    2 2
( ) ( )( ) ( )

( )
S Su z u zf z sabf z

z z a bz a abz

∂Φ ∂= +
∂ ∂ − −

g g ,                                                (17) 

2 2
( ) ( )( ) ( )

( )
S Su z u zf z sabf z

z z a bz a abz

∂Φ ∂= +
∂ ∂ − −

g g .                                               (18) 

Доказательство. Поскольку g  ─ голоморфное отображение,  

2
1( ) ( ) ( )

( )
f ff z z

z z z z a bz
∂ ∂ ∂ ∂= =
∂ ∂ ∂ ∂ −

gg g g ,                                                     (19) 

2
1( ) ( ) ( )

( )
f ff z z

z z z z a bz
∂ ∂ ∂ ∂= =
∂ ∂ ∂ ∂ −

gg g g .                                                    (20) 

Из (19), (20) и (16) получаем (17), (18). 

Лемма 5. Пусть   
22

1 4)( zsza −= ,   )1(4)( 2
2 zsza +−= . Тогда 

( )zbabzazb
zbaa

zas
zaza ++−

−

+
−= )1(2

)1(4
)()( 22

22

222

11 g ,                                       (21) 
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zbaa

zbsa
zzabza ⋅+

−

+
−=− )(

)1(4
)()()( 22

22

2
2 gg ,                                                      (22) 

zza
bzaa

zbas
zzazba ⋅+

−

+
=− )(

)1(4
)()()( 22

22

2
2 gg .                                                        (23) 

Доказательство. Соотношения (21) – (23) получаются непосредственными  вычислениями с ис-

пользованием равенства 122 =+ ba . 
Следующее утверждение даёт отмеченную выше инвариантность L  относительно «искаженных 

сдвигов».  
Лемма 6. Оператор L  обладает обобщенным свойством инвариантности относительно группы G : 

L ( ( ) ( )) (L )( ) ( )S Sf z u z f z u z=g g .                                                            (24) 
Доказательство. На основании леммы 2 имеем 

( )22(( ) ) ( ) ( ) ( ) ( 4 1 ( ) ( ) .S S
S S SC C C

u u
L f u f L u u L f f z f f

z z z z
∂ ∂∂ ∂⎛ ⎞= + + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

g g g g g  

Поскольку g   является движением C , то gg )()( fLfL CC = . 
Тогда из (15) – (18) находим 
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Используя (9) и лемму 3, получаем 
)()()())()(( 11 zfzuzazufA SS g  g = ,                                                (26) 

2 2 2 2
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szfzuzbazbzua SS g                                          (27) 

Соотношения (25) ─ (27) дают 

1 2 3L ( g) ) ( ) g ( ) (g ) ( ) (g ) ( ) (g )S S C
f ff u u L f C z f z C z z C z z
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,                 (28) 

где 
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С другой стороны 

1

2 2

(L )(g ) ( ) ( )(g ) ( ) (g ) (g )

( ) (g )g( ) (g ) ( ) (g )g( ) (g ).

S S SC

S S

f z u z u L f z u z a z f z

f fu z a z z z u z a z z z
z z

= + +

∂ ∂+ −
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                                         (29) 

Сравнивая (28) с (29), из леммы 5 видим, что имеет место соотношение (24). 
Найдем радиальные собственные функции оператора L . 
Лемма 7. Пусть C∈λ  и радиальная функция :f →C C   является гладким решением уравнения 

2 2L (4 1 )f s fλ= + − .                                                                          (30) 
Тогда 

   )()0()( zHfzf λ= .                                                                            (31) 

Доказательство. Полагая ( ) ( )f z ϕ ρ= , где z=ρ , имеем 

1 ( )
2

f z
z

ϕ ρ
ρ
′∂ =

∂
,    

1 ( )
2

f z
z

ϕ ρ
ρ
′∂ =

∂
,   ( )22 ( )( )( ) 1 ( )CL f z ϕ ρρ ϕ ρ

ρ
′⎛ ⎞′= + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

Отсюда 

2 2 2 2( )(L )( ) (1 ) ( ) 4 ( )f z sϕ ρρ ϕ ρ ρ ϕ ρ
ρ
′⎛ ⎞′′= + + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

Следовательно уравнение (30) можно переписать в виде 

( ) ( ) ( )22 2 2 2 21 ( ) ( ) ( ) 4 4 1 0s sρ ϕ ρ ϕ ρ ρ ϕ ρ ρ λ′′ ′+ + − + + − = .                            (32) 

Обозначим (1 ) / 2ν λ= − . Из (31) для функции 2( ) (1 ) ( )νψ ρ ρ ϕ ρ= +  получаем уравнение 

0)()(4))14(1)(()()1( 2222 =−+++′+′′+ ρψνρνρρψρψρρ s .                         (33) 

С другой стороны гипергеометрическая функция 2( ) ( , ; ; )h Fρ α β γ ρ= −  удовлетворяет уравнению 

0)(4))122(12)(()()1( 22 =++++−′+′′+ ραβρβαργρρρρ hhh .                     (34) 
(см. [7, глава 2, формула 2.1.1(1)]). Сравнивая (33) и (34) и учитывая гладкость ψ  в нуле, заключаем, что 
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( ) ( ) ( )2 2(0) 1 , ;1;f z f F s s
ν

ρ ν ν ρ= + − + + − .                                            (35) 

Равенство (35) и формула  

( ) ( ), ; ; 1 , ; ;
1

zF z z F
z

βα β γ γ α β γ− ⎛ ⎞= − −⎜ ⎟−⎝ ⎠
. 

(см. [7, глава 2, формула 2.9(4)]) дают (31). 
Перейдем к доказательству теоремы 1. Поскольку L  является эллиптическим оператором (см. (9), 

(15)), то ( )Rf RA B∈ . Зафиксируем g G∈ , такое что ( )r T RgB B⊂ . Пусть 0 sup{ 0 :ε ε= >  

}( )r T RgB B ε−⊂ . Для 
0( )r Tz B ε+∈  положим 

ττ d
goz

zgo
zgfzf

S

SO
g ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
+

= ∫ −

,1
,1

)()(
)2(

1  ,                                              (36) 

где τd  ─ мера Хаара на )2(SO , нормированная соотношением  

1
)2(

=∫
SO

dτ .                                                                         (37) 

Определение gf  показывает, что 

)(
0)( ε+∈ Trg BRAf  и  )()0( 1ogff g

−= .                                                (38) 
Кроме того,  

τ
τ

τ
τ d

goz

zgo
zgfzf

S

SO
g ⎟⎟

⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

+

+
=

−

−
−∫ 1

1

)2(

1

,1

,1
)()( .                                                 (39) 

 
Из (39) и леммы 6 получаем   

2 2(L )( ) (4 1 ) ( )g gf z s f zλ= + − . 

Тогда (см. (6), (38) и лемму 7) 1( ) ( ) ( )gf z f g o H zλ
−=  и 1, ( )F( )( )gT f f g o T λ−= . Теперь из (36), (37), 

(7) и радиальности T  следует (10). Таким образом, теорема 1 доказана. 
При 0=s   свёртка (3) совпадает со свёрткой на сфере 2S . В этом случае утверждение теоремы 1 

является известным (см. [1, глава 4, §2]). В общем случае свёртку (3) можно рассматривать как аналог 
искаженного уравнения свёртки на C [5,  глава 12]. Теорема 1 является одним из ключевых инструмен-
тов для получения указанных результатов. 

 
РЕЗЮМЕ 

Отримано аналог класичної теореми про середнє для викривленої згортки на сфері, при цьому було підрахо-
вано інваріантний оператор для даної викривленої згортки та знайдені власні функції цього оператора. 

Ключові слова: згортка, теорема про середнє, сферичне перетворення. 
 

SUMMARY 

An analogue of the classical mean value theorem for distorted convolution on a sphere is obtained, the invariant op-
erator for the given distorted convolution has been thus counted up and eigen functions of this operator are found.    

Keywords: convolution, mean value theorem, spherical transform.    
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