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Ðîçâ'ÿçàíî ñòàöiîíàðíó çàäà÷ó òåïëîïðîâiäíîñòi äëÿ òîíêèõ ïîëîãèõ içîòðîïíèõ îáîëîíîê çà äi¨ äæå-
ðåë òåïëà, ÿêi ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíi ïî äâîâèìiðíié îáëàñòi. Ïðè öüîìó âèêîðèñòàíî àïðîêñèìàöiþ ôóí-
êöi¨ òåìïåðàòóðè òà ¨¨ ïåðøî¨ ïîõiäíî¨ çà òîâùèííîþ êîîðäèíàòîþ ÷àñòèííèìè ñóìàìè ðÿäiâ çà ïîëiíîìà-
ìè Ëåæàíäðà. Áóëî ðîçãëÿíóòî çàëåæíiòü òåìïåðàòóðè âiä âiäñòàíi äî äæåðåë òåïëà, à òàêîæ âiä êðèâèíè
îáîëîíêè ïðè ñèìåòðè÷íîìó òà íåñèìåòðè÷íîìó òåïëîîáìiíi.
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1. Âñòóï
Ïðè ðîçâ'ÿçàííi çàäà÷ òåïëîïðîâiäíîñòi â ïëàñòèíàõ òà îáîëîíêàõ îäíèì ç îñíîâíèõ ¹ ìåòîä {m,n} -

àïðîêñèìàöi¨ [5], ÿêèé ïîëÿãà¹ â ðîçêëàäàííi øóêàíèõ ôóíêöié â ðÿäè çà ïîëiíîìàìè Ëåæàíäðà, ïiñëÿ
÷îãî òðüîõâèìiðíå ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi çâîäèòüñÿ äî ðîçâ'ÿçóâàëüíî¨ ñèñòåìè äâîâèìiðíèõ ðiâíÿíü,
ùî äåòàëüíî îïèñàíî â [4]. Çà äàíîþ ìåòîäèêîþ âèçíà÷åíî ñòàöiîíàðíå òåìïåðàòóðíå ïîëå àíiçîòðîïíèõ
ïëàñòèí [2] òà içîòðîïíèõ îáîëîíîê [3], ÿêi íàãðiâàþòüñÿ çîñåðåäæåíèìè äæåðåëàìè òåïëà. Ó äàíié ðîáîòi
ìåòîä {m,n} -àïðîêñèìàöi¨ âèêîðèñòàíî äëÿ äîñëiäæåííÿ ñòàöiîíàðíîãî òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ ó òîíêié
ïîëîãié içîòðîïíié îáîëîíöi, ÿêà íàãðiâà¹òüñÿ äæåðåëàìè òåïëà, ÿêi ðîçòàøîâàíi âçäîâæ äîâiëüíî¨ äâîâè-
ìiðíî¨ îáëàñòi.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i
Òåêñò îñíîâíî¨ ÷àñòèíè � âëàñíå âèêëàä ìàòåðiàëó äîñëiäæåííÿ. Ðîçãëÿíåìî òîíêó ïîëîãó içîòðî-

ïíó îáîëîíêó òîâùèíîþ 2h â äåêàðòîâié ñèñòåìi êîîðäèíàò (x, y, z) , ÿêà íàãðiâà¹òüñÿ çîñåðåäæåíèìè
äæåðåëàìè òåïëà îäèíè÷íî¨ iíòåíñèâíîñòi, ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíèìè ïî äîâiëüíié äâîâèìiðíié îáëàñòi Ω
ñòîñîâíî ñåðåäèííî¨ ïîâåðõíi (ðèñ. 1).

×åðåç ïîâåðõíi z = ±h âiäáóâà¹òüñÿ êîíâåêòèâíèé òåïëîîáìií ç ñåðåäîâèùåì, òåìïåðàòóðà ÿêîãî
âiäïîâiäíî θ± . Òåïëîâèé ñòàí ââàæà¹òüñÿ ëîêàëüíèì, òîáòî òàêèì, ùî íå ïîøèðþ¹òüñÿ äî ëiíi¨ çîâíi-
øíüîãî êîðäîíó îáîëîíêè. Òîìó îáîëîíêà ââàæà¹òüñÿ íåñêií÷åííîþ, i ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî øóêàíi çíà÷åííÿ
òåìïåðàòóðè íàáëèæóþòüñÿ äî íóëÿ íà íåñêií÷åííîñòi. Ñïðàâåäëèâiñòü öüîãî ïðèïóùåííÿ ïåðåâiðÿ¹òüñÿ
ó ÷èñåëüíèõ äîñëiäæåííÿõ.

3. Ðîçâ'ÿçàííÿ
Ñïî÷àòêó çíàéäåìî ðîçâ'ÿçîê àíàëîãi÷íî¨ çàäà÷i äëÿ òàêî¨ æ îáîëîíêè, àëå çà äi¨ çîñåðåäæåíîãî äæå-

ðåëà òåïëà îäèíè÷íî¨ iíòåíñèâíîñòi, ÿêå ðîçòàøîâàíî ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò ñòîñîâíî ñåðåäèííî¨ ïîâåðõíi.
Ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi iç ãðàíè÷íèìè óìîâàìè â öüîìó âèïàäêó ìàþòü íàñòóïíèé âèãëÿä [4]

∆T +
∂2T

∂z2
+ (k1 + k2)

∂T

∂z
= − 1

λ
W0, (1)

∂T

∂z
|z=±h ± α±

λ
(T |z=±h − θ±) = 0, (2)

T |x→±∞ = T |y→±∞ = 0,

äå ∆ = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 , k1 , k2 � ãîëîâíi êðèâèíè ñåðåäèííî¨ ïîâåðõíi îáîëîíêè, T (x, y, z) � ôóíêöiÿ òåìïå-

ðàòóðè, λ � êîåôiöi¹íò òåïëîïðîâiäíîñòi, W0(x, y, z) � îá'¹ìíà ãóñòèíà äæåðåë òåïëà, α± � êîåôiöi¹íò
òåïëîîáìiíó ïîâåðõíi z = ±h âiäïîâiäíî iç íàâêîëèøíiì ñåðåäîâèùåì.
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Ðèñ. 1.

Ïåðåéäåìî äî áåçðîçìiðíî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò (x1, x2, x3) , ÿêó âèçíà÷åíî ç òî÷íiñòþ äî âåëè÷èíè h :

x1 =
x

h
, x2 =

y

h
, x3 =

z

h
.

Ïiñëÿ ââîäó íîâî¨ ôóíêöi¨ Q(x1, x2, x3) =
∂T (x1,x2,x3)

∂x3
, ðiâíÿííÿ (1) òà ãðàíè÷íi óìîâè (2) ïåðåïèøåìî

ó âèãëÿäi:

∆T +
∂Q

∂x3
+ (k1 + k2)Q = − 1

λ
W0, (3)

Q± ±Bi±(T± − θ±) = 0, (4)

T |x1→±∞ = T |x2→±∞ = 0,

äå ∆ = ∂2

∂x2
1
+ ∂2

∂x2
2
, T± = T (x1, x2,±1) , Q± = Q(x1, x2,±1) , k1 = k1h , k2 = k2h , Bi± = α±h

λ .

Äëÿ âiäøóêàííÿ íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (3), (4) àïðîêñèìó¹ìî ôóíêöi¨ T (x1, x2, x3) òà
Q(x1, x2, x3) âiäïîâiäíî äî [4] ïî òîâùèííié êîîðäèíàòi ÷àñòèííèìè ñóìàìè

T (x1, x2, x3) =

3∑
k=0

Tk(x1, x2)Pk(x3), (5)

Q(x1, x2, x3) =
4∑

k=0

Qk(x1, x2)Pk(x3),

äå Pk(x3) � ïîëiíîìè Ëåæàíäðà:

Pk(x3) =
1

2kk!

dk

dxk
3

(x2
3 − 1)k, (−1 6 x3 6 1).

Ãóñòèíó W0(x1, x2, x3) ìîäåëþâàëè âiäïîâiäíî äî [1, 2] çà äîïîìîãîþ äâîâèìiðíî¨ äåëüòà-ôóíêöi¨
Äiðàêà

W0(x1, x2, x3) = W ∗
0 δ(x1, x2)f(x3),

äå W ∗
0 � ðîçìiðíà êîíñòàíòà, δ(x1, x2) � ôóíêöiÿ Äiðàêà, f(x3) � ôóíêöiÿ, ÿêà îïèñó¹ õàðàêòåð ðîçïîäiëó

äæåðåë òåïëà âçäîâæ òîâùèíî¨ êîîðäèíàòè. ßêùî âîíà ïàðíà, òî ìà¹ìî �ïëîñêå� äæåðåëî òåïëà, ÿêùî
íåïàðíà � �çãèííå�.
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Âiäïîâiäíî äî [3] îòðèìó¹ìî ðîçâ'ÿçóâàëüíó ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü âiäíîñíî êîåôiöi¹íòiâ
Tk(x1, x2) :

∆Tk +
3∑

m=0

nkmTm = −δk+1,jδ(x1, x2), k = 0, 1, 2, 3, (6)

äå δk+1,j � ñèìâîë Êðîíåêåðà. Ïðè çíà÷åííi ïàðàìåòðó j = 1 ìà¹ìî íàéïðîñòiøå �ïëîñêå� äæåðåëî òåïëà,
êîëè f(x3) = 1 , à ïðè j = 2 � íàéïðîñòiøå �çãèííå�, êîëè f(x3) = x3 . Âåëè÷èíè nkm ìàþòü íàñòóïíèé
âèãëÿä:

n00 =
−10

∆∗

[
2Bi+Bi− + 15(Bi+ +Bi−) + (k1 + k2)(Bi+ −Bi−)

]
,

n01 =
−28

∆∗

[
5(Bi+ −Bi−)− 1

2
(k1 + k2)(Bi+ +Bi− + 20)

]
,

n02 =
−7

∆∗

[
2Bi+Bi− + 15(Bi+ +Bi−) + (k1 + k2)(Bi+ −Bi−)

]
,

n03 =
−18

∆∗

[
5(Bi+ −Bi−)− 1

2
(k1 + k2)(Bi+ +Bi− + 20)

]
,

n10 =
−6

∆∗

[
70(Bi+ −Bi−) +

1

2
(k1 + k2)(2Bi+Bi− + 15(Bi+ +Bi−))

]
,

n11 =
−42

∆∗

[
2Bi+Bi− + 11(Bi+ +Bi−) + 20 + (k1 + k2)(Bi+ −Bi−)

]
,

n12 =
−42

∆∗

[
7(Bi+ −Bi−)− 1

2
(k1 + k2)(Bi+ +Bi− + 30)

]
,

n13 =
−27

∆∗

[
2Bi+Bi− + 11(Bi+ +Bi−) + 20 + (k1 + k2)(Bi+ −Bi−)

]
,

n20 =
−5

∆∗

[
14Bi+Bi− + 105(Bi+ +Bi−) + 10(k1 + k2)(Bi+ −Bi−)

]
,

n21 =
−10

∆∗

[
49(Bi+ −Bi−) +

1

2
(k1 + k2)(2Bi+Bi− + 11(Bi+ +Bi−) + 20)

]
,

n22 =
−70

∆∗

[
Bi+Bi− + 9(Bi+ +Bi−) + 45 +

1

2
(k1 + k2)(Bi+ −Bi−)

]
,

n23 =
−45

∆∗

[
7(Bi+ −Bi−)− (k1 + k2)(Bi+ +Bi− + 20)

]
,

n30 =
−14

∆∗

[
45(Bi+ −Bi−) +

1

2
(k1 + k2)(2Bi+Bi− + 15(Bi+ +Bi−))

]
,

n31 =
−7

∆∗

[
18Bi+Bi− + 99(Bi+ +Bi−) + 180 + 14(k1 + k2)(Bi+ −Bi−)

]
,

n32 =
−7

∆∗

[
63(Bi+ −Bi−) + (k1 + k2)(2Bi+Bi− + 18(Bi+ +Bi−) + 90)

]
,

n33 =
−126

∆∗

[
Bi+Bi− + 8(Bi+ +Bi−) + 60 +

1

2
(k1 + k2)(Bi+ −Bi−)

]
,

∆∗ = 2Bi+Bi− + 25(Bi+ +Bi−) + 300.

Ñèñòåìó (6) áóëî ðîçâ'ÿçàíî çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹, i çà íóëüîâî¨ òåìïåðàòóðè íàâêîëè-
øíüîãî ñåðåäîâèùà ¨¨ ðîçâ'ÿçîê ìà¹ âèãëÿä:

Tk(x1, x2) =
3∑

m=0

Sk,mG0,0(r
√
cm+1), k = 0, 1, 2, 3, (7)

äå r =
√

x2
1 + x2

2 , G0,0(r
√
cm+1) � ñïåöiàëüíà ôóíêöiÿ [6], à Sk,m òà cm+1 � âåëè÷èíè, ÿêi çàëåæàòü âiä

êðèòåðiþ Áiî Bi± , áåçðîçìiðíèõ êðèâèí k1 i k2 , ïàðàìåòðó j òà âåëè÷èí nkm .
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Áóëî çíàéäåíî ðîçâ'ÿçîê ñòàöiîíàðíî¨ çàäà÷i òåïëîïðîâiäíîñòi çà äi¨ çîñåðåäæåíîãî äæåðåëà òåïëà
îäèíè÷íî¨ iíòåíñèâíîñòi, ÿêå ðîçòàøîâàíî ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Òåìïåðàòóðà âèçíà÷àòèìåòüñÿ ôîðìó-
ëîþ (5), à êîåôiöi¹íòè Tk(x1, x2) � íà îñíîâi ôîðìóëè (7).

Äëÿ âèïàäêó ëîêàëüíîãî íàãðiâó, êîëè äæåðåëà òåïëà ðîçòàøîâàíi ïî äâîâèìiðíié îáëàñòi Ω , ôóí-
êöiÿ òåìïåðàòóðè çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi:

TΩ(x1, x2, x3) =
3∑

k=0

TkΩ(x1, x2)Pk(x3), (8)

äå êîåôiöi¹íòè TkΩ(x1, x2) çíàõîäÿòüñÿ çà äîïîìîãîþ ôóíäàìåíòàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ (7), à òàêîæ ôîðìóëè
çãîðòêè [7] i ïiñëÿ çâåäåííÿ äî âèçíà÷åíîãî iíòåãðàëó ìàþòü âèãëÿä:

TkΩ(x1, x2) =

∫∫
Ω

Tk(x1 − t1, x2 − t2)I(t1, t2)dt1dt2, (9)

äå I(t1, t2) � çàêîí ðîçïîäiëåííÿ iíòåãðàëüíèõ õàðàêòåðèñòèê òåìïåðàòóðè â îáëàñòi ëîêàëüíîãî íàãðiâó.
Äëÿ ÷èñåëüíèõ äîñëiäæåíü ïðèéìàâñÿ ðiâíèì îäèíèöi â öié îáëàñòi:

I(t1, t2) =

{
1, t1, t2 ∈ Ω

0, t1, t2 /∈ Ω
.

4. ×èñëîâi äîñëiäæåííÿ
Ðîçãëÿäàëîñÿ äâà ñïîñîáè ëîêàëüíîãî òåìïåðàòóðíîãî íàãðiâó: êîëè îáëàñòü Ω ¹ êâàäðàòîì

{−a 6 x1 6 a,−a 6 x2 6 a} òà åëiïñîì, ÿêèé çàäàíî ðiâíÿííÿì x2
1/a

2 + x2
2/b

2 = 1 . Iíòåãðàë (9) äëÿ
îáðàíèõ ñïîñîáiâ çàïèñó¹òüñÿ âiäïîâiäíî íàñòóïíèì ÷èíîì:

TkΩ(x1, x2) =

∫ a

−a

dt1

∫ a

−a

Tk(x1 − t1, x2 − t2)dt2, (10)

TkΩ(x1, x2) =

∫ a

−a

dt1

∫ b
√

1−t21/a
2

−b
√

1−t21/a
2

Tk(x1 − t1, x2 − t2)dt2. (11)

Ðîçãëÿäàâñÿ âèïàäîê iç íàéïðîñòiøèìè �ïëîñêèìè� äæåðåëàìè òåïëà.
Äîñëiäæóâàëè òåìïåðàòóðó TΩ (8) íà ïîâåðõíi x3 = 1 iç ïàðàìåòðàìè a = 3 äëÿ ïåðøîãî ñïîñîáó

íàãðiâó òà a = 3, b = 2 äëÿ äðóãîãî. Ó ôîðìóëàõ (10), (11) iíòåãðàëè îá÷èñëþâàëèñü ìåòîäîì Ãàóñà, ç
âèêîðèñòàííÿì 20 âóçëiâ.

4.1. Äîñëiäæåííÿ çàëåæíîñòi òåìïåðàòóðè âiä âiäñòàíi äî äæåðåë òåïëà
Ðîçãëÿäàëàñü öèëiíäðè÷íà îáîëîíêà iç áåçðîçìiðíèìè êðèâèíàìè k1 = 0.05 , k2 = 0 . Íà ðèñóí-

êàõ 2 òà 3 ïîêàçàíî çàëåæíiñòü òåìïåðàòóðè äëÿ ïåðøîãî òà äðóãîãî ñïîñîáiâ íàãðiâó âiä êîîðäèíàòè
x2 (x1 = 0) . Ñóöiëüíà ëiíiÿ âiäïîâiäà¹ ñèìåòðè÷íîìó òåïëîîáìiíó (Bi+ = Bi− = 0.5) , à øòðèõîâà �
âåðõíüîìó îäíîñòîðîííüîìó (Bi+ = 0.5, Bi− = 0) .

Ç àíàëiçó ãðàôiêiâ âèïëèâà¹, ùî ïðè íàáëèæåíi äî òî÷êè x1 = 0, x2 = 0 òåìïåðàòóðà çðîñòà¹,
íàáëèæàþ÷èñü äî íåñêií÷åííîñòi. Òàêîæ, ÿê i ñëiä áóëî î÷iêóâàòè, òåìïåðàòóðà íàáëèæà¹òüñÿ äî íóëÿ ïðè
âiääàëåíi âiä îáëàñòi íàãðiâó. Õàðàêòåð çàëåæíîñòi òåìïåðàòóðè âiä âiäñòàíi äî îáëàñòi íàãðiâó îäíàêîâèé
äëÿ ñèìåòðè÷íîãî òà íåñèìåòðè÷íîãî òåïëîîáìiíó iç íàâêîëèøíiì ñåðåäîâèùåì äëÿ îáîõ ñïîñîáiâ íàãðiâó.

4.2. Äîñëiäæåííÿ çàëåæíîñòi òåìïåðàòóðè âiä êðèâèíè îáîëîíêè
Íà ðèñóíêàõ 4 i 5 âiäïîâiäíî äëÿ ïåðøîãî i äðóãîãî ñïîñîáiâ íàãðiâó ïîêàçàíî çàëåæíîñòi òåìïåðàòóðè

â öèëiíäðè÷íié (k2 = 0) i ñôåðè÷íié (k1 = k2) îáîëîíêàõ âiä áåçðîçìiðíîãî ðàäióñó êðèâèí îáîëîíîê
R1 ïðè x1 = 3.5 , x2 = 3.5 i íåñèìåòðè÷íîìó òåïëîîáìiíi Bi+ = 0.05 , Bi− = 0 . Ñóöiëüíèìè êðèâèìè
çîáðàæåíî ãðàôiêè äëÿ öèëiíäðè÷íî¨ îáîëîíêè, à øòðèõîâèìè � äëÿ ñôåðè÷íî¨ îáîëîíêè.

Ç ãðàôiêiâ âèïëèâà¹, ùî çi çáiëüøåííÿì ðàäióñó êðèâèíè îáîëîíîê òåìïåðàòóðè àñèìïòîòè÷íî íà-
áëèæàþòüñÿ äî âiäïîâiäíèõ çíà÷åíü òåìïåðàòóð ó ïëàñòèíi. Õàðàêòåð çàëåæíîñòi îäíàêîâèé ÿê äëÿ öè-
ëiíäðè÷íî¨, òàê i äëÿ ñôåðè÷íî¨ îáîëîíêè, äëÿ îáîõ ñïîñîáó íàãðiâó.

5. Âèñíîâêè
Ðîçâ'ÿçàíî ñòàöiîíàðíó çàäà÷ó òåïëîïðîâiäíîñòi äëÿ òîíêèõ ïîëîãèõ içîòðîïíèõ îáîëîíîê ïðè ëî-

êàëüíîìó íàãðiâi çà äîïîìîãîþ àïðîêñèìàöi¨ ôóíêöi¨ òåìïåðàòóðè òà ¨¨ ïåðøî¨ ïîõiäíî¨ çà òîâùèííîþ
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Ðèñ. 2. Ðèñ. 3.

Ðèñ. 4. Ðèñ. 5.

êîîðäèíàòîþ ÷àñòèííèìè ñóìàìè ðÿäiâ çà ïîëiíîìàìè Ëåæàíäðà. Ðîçãëÿíóòî äâà ñïîñîáè ëîêàëüíîãî
íàãðiâó, êîëè äæåðåëà òåïëà ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíi ïî ïëîùi êâàäðàòà òà åëiïñà. Äîñëiäæåíî çàëåæíiñòü
òåìïåðàòóðè âiä êðèâèíè îáîëîíêè òà âiä âiäñòàíi äî îáëàñòi ëîêàëüíîãî òåìïåðàòóðíîãî âïëèâó ïðè ñè-
ìåòðè÷íîìó òà íåñèìåòðè÷íîìó òåïëîîáìiíi äëÿ öèëiíäðè÷íèõ òà ñôåðè÷íèõ îáîëîíîê äëÿ îáîõ ñïîñîáiâ
íàãðiâó.
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ÐÅÇÞÌÅ
Äîáâíÿ Å.Í., Äóíäàðü À.Ä.
Ðåøåíà ñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ òîíêèõ ïîëîãèõ èçîòðîïíûõ îáîëî÷åê ïîä äåé-

ñòâèåì èñòî÷íèêîâ òåïëà, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ ïî äâóìåðíîé îáëàñòè. Ïðè ýòîì áûëà ïðèìåíåíà
àïïðîêñèìàöèÿ ôóíêöèè òåìïåðàòóðû è å¼ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ïî òîëùèííîé êîîðäèíàòå ÷àñòè÷íûìè
ñóììàìè ðÿäîâ ïî ïîëèíîìàì Ëåæàíäðà. Áûëà ðàññìîòðåíà çàâèñèìîñòü òåìïåðàòóðû îò ðàññòîÿíèÿ äî
èñòî÷íèêîâ òåïëà, à òàêæå îò êðèâèçíû îáîëî÷êè ïðè ñèììåòðè÷íîì è íåñèììåòðè÷íîì òåïëîîáìåíå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîëîãàÿ îáîëî÷êà, çàäà÷à òåïëîïðîâîäíîñòè, ñòàöèîíàðíûé òåïëîîáìåí, ïîëèíîìû
Ëåæàíäðà.

THE STATIONARY HEAT CONDUCTION PROBLEM FOR ISOTROPIC SHALLOW
SHELLS UNDER THE INFLUENCE OF HEAT SOURCES WHICH ARE EVENLY

CONCENTRATED ON THE TWO-DIMENTIONAL AREA

SUMMARY
Dovbnya Katerina, Dundar Oleksii
The stationary heat conduction problem for thin isotropic shallow shells under the in�uence of heat sources

which are evenly concentrated on the two-dimension area, was solved. The approximation of temperature functi-
on and of its �rst derivative by thickness coordinate of partial sums of series in Legendre polynomials was
used. Temperature depending on the distance to heat sources and on the shell curvature was considered with
symmetrical and asymmetrical heat transfer.

Key words: shallow shell, heat conduction problem, stationary heat exchange, Legendre polynomials.
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