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Ó ëiíiéíié ïîñòàíîâöi âèâåäåíî ÷àñòîòíå ðiâíÿííÿ âëàñíèõ êîëèâàíü ïëàñòèíè, ùî ðîçäiëÿ¹ iäåàëüíi
ðiäèíè ðiçíî¨ ãóñòèíè â ïðÿìîêóòíîìó êàíàëi ç æîðñòêèìè ïiäñòàâàìè. Îòðèìàíà ¹äèíà ôîðìà ÷àñòîòíîãî
ðiâíÿííÿ ÿê äëÿ ñèìåòðè÷íèõ, òàê i íåñèìåòðè÷íèõ ñïiëüíèõ êîëèâàíü ïëàñòèíè i ðiäèíè. Ðîçãëÿíóòî
ðiçíi ãðàíè÷íi âèïàäêè: âèðîäæåííÿ ïëàñòèíè â ìåìáðàíó, ¨¨ âiäñóòíiñòü, âèïàäîê âiäñóòíîñòi âåðõíié àáî
íèæíié ðiäèíè. Äëÿ øèðîêîãî êîëà ïàðàìåòðiâ ðîçãëÿíóòié ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè ïðîâåäåíî i ïðîàíàëiçîâàíî
÷èñåëüíi äîñëiäæåííÿ.

Êëþ÷îâi ñëîâà: ãiäðîïðóæíiñòü, ïðÿìîêóòíà ïëàñòèíà, ïëîñêi êîëèâàííÿ, äâîøàðîâà iäåàëüíà
íåñòèñëèâà ðiäèíà.

Âñòóï
Íà ïiäñòàâi ¹äèíîãî Ëàãðàíæåâîãî ïiäõîäó çàäà÷à ïðî êîëèâàííÿ i ñòiéêîñòi ïðóæíî¨ ïðÿìîêóòíî¨

ïëàñòèíè ìiæ iäåàëüíèìè ðiäèíàìè ðiçíî¨ ãóñòèíè â æîðñòêîìó ïðÿìîêóòíîìó êàíàëi, ìàáóòü, âïåðøå
áóëà ðîçãëÿíóòà â ñòàòòi [1] òà â ìîíîãðàôi¨ [2]. Â ðîáîòi [3] öÿ çàäà÷à áóëà ðîçãëÿíóòà íà ïiäñòàâi Åé-
ëåðîâîãî ïiäõîäó. Íàéáiëüø ïîâíå äîñëiäæåííÿ âiëüíèõ êîëèâàíü ìåìáðàíè íà âiëüíié ïîâåðõíi ðiäèíè
â ïðÿìîêóòíîìó êàíàëi áóëî ïðîâåäåíî â ñòàòòi [4]. Â ðîáîòi [5] öÿ çàäà÷à áóëà óçàãàëüíåíà íà âèïàäîê
äâîøàðîâié ðiäèíi ç ìåìáðàíàìè íà âiëüíié i âíóòðiøíié ïîâåðõíÿõ, à â ñòàòòi [6] ïîòiì óçàãàëüíåíà íà
âèïàäîê ïðóæíîãî äíà. Íàéáiëüø ïîâíèé îãëÿä ëiòåðàòóðè íàâåäåíî â [14]. Ç îñòàííiõ ðîáiò ç äàíî¨ òå-
ìàòèêè ñëiä âiäçíà÷èòè ñòàòòi [7�10]. Â ðîáîòàõ [11�13] ðîçãëÿíóòà çàäà÷à ïðî îñåñèìåòðè÷íi êîëèâàííÿ
ïðóæíî¨ ìåìáðàíè, ùî ðîçäiëÿ¹ äâîõùiëüíiñíó ðiäèíó â æîðñòêîìó êðóãîâîìó öèëiíäðè÷íîìó ðåçåðâóàði
ñòîñîâíî äî ñó÷àñíèõ êàïiëÿðíèì ñèñòåì âiäáîðó ðiäèíè (ÊÑÎÆ). Äàíà ñòàòòÿ óçàãàëüíþ¹ ðåçóëüòàòè
ñòàòòi [14] íà âèïàäîê ïðÿìîêóòíî¨ ïëàñòèíè i ïðîäîâæó¹ äîñëiäæåííÿ, çàïî÷àòêîâàíi â ðîáîòàõ [3�6].
Îñíîâíi ïîëîæåííÿ öi¹¨ ðîáîòè áóëè äîêëàäåíi òà îáãîâîðåíi íà äâîõ êîíôåðåíöiÿõ [15�16].

Ïîñòàíîâêà çàâäàííÿ
Ðîçãëÿíåìî ïëîñêi êîëèâàííÿ ïðóæíî¨ ïðÿìîêóòíî¨ ïëàñòèíè, ùî ðîçäiëÿ¹ iäåàëüíi íå ñòèñêà¹ìi

ùiëüíîñòi ðiäèíè ρi ( i = 1, 2 ) ó æîðñòêîìó ïðÿìîêóòíîìó êàíàëi øèðèíîþ b . Ïëàñòèíà ìà¹ çãèíàëüíî¨
æîðñòêîñòi D i ñõèëüíà äî ðîçòÿãóþ÷è çóñèëëÿì iíòåíñèâíîñòi T â ñåðåäèííié ïîâåðõíi. Êîíòóð ïëàñòèíè
çàùåìëåíà. Âåðõíÿ i íèæíÿ ðiäèíà çàïîâíþþòü êàíàë âiäïîâiäíî äî ãëèáèí h1 i h2 . Ñèñòåìó êîîðäèíàò
Oxyz ðîçòàøó¹ìî òàê, ùîá ïëîùèíà Oxy ïåðåáóâàëà íà íåçáóðåíié ñåðåäèííî¨ ïîâåðõíi ïëàñòèíè, âiñü
Ox áóëà ñïðÿìîâàíà âçäîâæ êàíàëó ïî éîãî ñåðåäèíi, à âiñü - ïðîòèëåæíî âåêòîðó ïðèñêîðåííÿ ñèëè
òÿæiííÿ g⃗ (ðèñ. 1).

Êîëèâàííÿ ïëàñòèíè i ðiäèíè áóäåìî ðîçãëÿäàòè â ëiíiéíié ïîñòàíîâöi, ââàæàþ÷è ñïiëüíi êîëèâàííÿ
ïëàñòèíè i ðiäèíè áåçâiäðèâíó, à ðóõó ðiäèí ïîòåíöiéíèìè. Ðiâíÿííÿ ïëîñêèõ êîëèâàíü ïðóæíî¨ ïëàñòèíè
i ðiäèíè ìàþòü âèãëÿä [3�7]:

k01
∂2W

∂t2
+D

∂4W

∂t4
− T

∂2W

∂t2
= P2 − P1 ïðè z = 0, (1)

∂2Φi
∂y2

+
∂2Φi
∂z2

= 0 (i = 1, 2), (2)

ç ãðàíè÷íèìè óìîâàìè:

∂W

∂t
=
∂Φ1

∂z
=
∂Φ2

∂z
ïðè z = 0, (3)

W |y=± b
2
= 0,

∂W

∂y

∣∣∣∣
y=± b

2

= 0, (4)
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Ðèñ. 1: Ïðÿìîêóòíà ïëàñòèíà ïîäiëÿ¹ ðiäèíè ðiçíî¨ ãóñòèíè â ïðÿìîêóòíîìó êàíàëi

+ b
2∫

− b
2

Wdy = 0 (5)

∂Φi
∂y

∣∣∣∣
y=± b

2

= 0 (i = 1, 2), (6)

∂Φ1

∂z
= 0 ïðè z = h1,

∂Φ2

∂z
= 0 ïðè z = h2, (7)

äå k01 = ρ0δ0; W (y, t), ρ0, δ0 � âiäïîâiäíî íîðìàëüíèé ïðîãèí, ùiëüíiñòü i òîâùèíà ïëàñòèíè; Φi(y, z, t)
� ïîòåíöiàë øâèäêîñòi i -î¨ ðiäèíè (i = 1, 2) ; Pi(x, y, z, t) � ãiäðîäèíàìi÷íèé òèñê i -î¨ ðiäèíè.

Òèñê Pi(x, y, z, t) çíàõîäèòüñÿ iíòåãðàëà Êîøi-Ëàãðàíæà ∂Φi

∂t + gz + Pi

ρi
= Qi , äå Qi � äîâiëüíà

ôóíêöiÿ ÷àñó. Íå îáìåæóþ÷è ñïiëüíîñòi öþ ôóíêöiþ ìîæíà ïîêëàñòè ðiâíîþ íóëþ.
Ðiâíÿííÿ (3) ïîêàçó¹ áåçïåðåðâíiñòü íîðìàëüíî¨ ñêëàäîâî¨ øâèäêîñòi ïðè ïåðåõîäi âiä ïåðøî¨ ðiäèíè

äî äðóãî¨.
Ç óðàõóâàííÿì iíòåãðàëà Êîøi-Ëàãðàíæà (1) ìîæíà çàïèñàòè íàñòóïíèì ÷èíîì:

k01
∂2W

∂t2
− T

∂2W

∂t2
+ g∆ρW = ρ1

∂Φ1

∂t
− ρ2

∂Φ2

∂t
ïðè z = 0, (8)

äå ∆ρ = ρ2 − ρ1 .

Ìåòîä ðîçâ'ÿçàííÿ
Óÿâiìî ôóíêöi¨ Φi(y, z, t) ó âèãëÿäi ðÿäiâ Ôóð'¹ çà âëàñíèìè ôóíêöiÿìè ψn(y) :

Φi =

∞∑
n=1

[
Ain(t)e

knz +Bin(t)e
−knz

]
ψn(y) (i = 1, 2), (9)

äå

ψn(y) = cos kn

(
y +

b

2

)
, (10)

à âiäïîâiäíi ¨ì âëàñíi ÷èñëà kn = Pin
b . Âëàñíi ôóíêöi¨ ψn(y) i âëàñíi ÷èñëà kn îïèñóþòü êîëèâàííÿ

iäåàëüíî¨ ðiäèíè â ïðÿìîêóòíîìó êàíàëi.
Ïîäàííÿ ôóíêöié Φi(y, z, t) ó âèãëÿäi (9) ç óðàõóâàííÿì (10) äîçâîëÿ¹ çàäîâîëüíèòè ðiâíÿííÿ (2)

i ãðàíè÷íèì óìîâàì (6).
Ïiäñòàâèâøè ðÿäè (9) â (3) i (7) i, ñêîðèñòàâøèñü îðòîãîíàëüíiñòþ ôóíêöi¨ ψn , îòðèìó¹ìî ëiíiéíó

ñèñòåìó ðiâíÿíü ùîäî íåâiäîìèõ Ain , Bin i Ẇn
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A1n −B1n =
1

kn
Ẇn,

A1n −B1n = A2n −B2n, (11)

A1ne
κ1n −B1ne

−κ1n = 0,

A2ne
−κ2n −B2ne

κ2n = 0.

Ðîçâ'ÿæåìî ñèñòåìó (11) ùîäî Ain , Bin :

A1n = − Ẇne
−κ1n

2kn sinhκ1n
, B1n = − Ẇne

κ1n

2kn sinhκ1n
, (12)

A2n =
Ẇne

κ2n

2kn sinhκ2n
, B2n =

Ẇne
−κ2n

2kn sinhκ2n
. (13)

Wn =
1

N2
n

+ b
2∫

− b
2

Wψndy, (14)

N2
n =

+ b
2∫

− b
2

ψ2
ndy =

b

2
, κin = hikn. (15)

Ç óðàõóâàííÿì ñïiââiäíîøåíü (9), (12) i (13) ðiâíÿííÿ (8) íàáóäå âèãëÿäó:

k01
∂2W

∂t2
+D

∂4W

∂y4
− T

∂2W

∂y2
+ g∆ρW = −

∞∑
n=1

anẄn

kn
ψn, (16)

äå an = ρ1 cothκ1n + ρ2 cothκ2n .
Òàêèì ÷èíîì, ñïiëüíi êîëèâàííÿ ïðóæíî¨ ïëàñòèíè i ðiäèíè çíàõîäÿòüñÿ ç ñèñòåìè iíòåãðî-

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (14) i (13), ãðàíè÷íèõ óìîâ (4), óìîâ íåñòèñëèâîñòi ðiäèíè (5) òà çàäàíèõ ïî÷à-
òêîâèõ óìîâ.

Âëàñíi ñïiëüíi êîëèâàííÿ ïðóæíî¨ ïëàñòèíè i ðiäèíè. Äëÿ çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ ÷àñòîò ñïiëüíèõ
êîëèâàíü ïðóæíî¨ ìåìáðàíè i ðiäèíè ïîêëàäåìî

W (y, t) = w(y)eiωt (17)

Ïiäñòàâèâøè (17) â (14) i (13) i ãðàíè÷íi óìîâè (4), îòðèìà¹ìî íàñòóïíó êðàéîâó çàäà÷ó äëÿ ôîðìè
ïðîãèíó ïëàñòèíè

d4w

dy4
− p

d2w

dy2
+ qw =

ω2

D

∞∑
n=1

anwn
kn

ψn, (18)

wn =
1

N2
n

+ b
2∫

− b
2

wψndy, (19)

w|y=± b
2
= 0,

dw

dy

∣∣∣∣
y=± b

2

= 0. (20)

p = T
D > 0 , q = k01ω

2−g∆ρ
D (D ̸= 0 ) ðîçãëÿíóòèé â ðîáîòi [1].

Çàãàëüíå ðiøåííÿ ðiâíÿííÿ (18) áóäåìî øóêàòè ó âèãëÿäi ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ äâîõ ðiøåíü w0
k

( k = 1, 4 ) âiäïîâiäíîãî îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ

d4w0
k

dy4
− p

d2w0
k

dy2
+ qw0

k = 0 (21)
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i ïðèâàòíîãî ðiøåííÿ íåîäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ ó âèãëÿäi ðÿäó çà âëàñíèìè ôîðìàìè êîëèâàíü iäåàëüíî¨
ðiäèíè ψn

w =

4∑
k=1

A0
kw

0
k +

∞∑
n=1

C̃nψn. (22)

A0
k i C̃n � íåâiäîìi êîíñòàíòè.

Ïiäñòàâèâ (22) ó ðiâíÿííÿ (18), i ñêîðèñòàâøèñü ðiâíîñòÿìè d2ψn

dy2 = −k2nψn i d4ψn

dy4 = k4nψn , çíàéäåìî

C̃n

C̃n =
ω2anwn
kndn

, (23)

äå dn =
(
Dk2n + T

)
k2n + g∆ρ− k01ω

2

Ïiäñòàâèâ (23) ó (22), à ïîòiì (22) ó (19), îòðèìà¹ìî âèðàç äëÿ wn

wn =
kndn

kndn − ω2an

4∑
k=1

A0
kE

0
kn. (24)

E0
kn =

1

N2
n

+ b
2∫

− b
2

w0
kψndy. (25)

Îñòàòî÷íå âèðàç äëÿ ôîðìè ïðîãèíó ïëàñòèíè w ïðèéìå âèä

w =

4∑
k=1

(
w0
k − ω2

∞∑
n=1

anE
0
kn

ω2ãn − knd̃n
ψn

)
A0
k, (26)

äå ãn = an + knk01 , d̃n =
(
Dk2n + T

)
k2n + g∆ρ .

Ó ôîðìóëó (26) âõîäÿòü ÷îòèðè íåâiäîìi êîíñòàíòè A0
k . Ç óìîâè çàùåìëåííÿ êîíòóðó ïëàñòèíè

(20) ñëiäóþòü ÷îòèðè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü
4∑
k=1

(
Bkj −

∞∑
n=1

αknB
∗
nj

)
A0
k = 0,

4∑
k=1

C0
kjA

0
k = 0, (j=1,2)

(27)

Bkj = w0
k

∣∣
γj
, C0

kj =
dw0

k

dy

∣∣∣∣
γj

, B∗
nj = ψn

∣∣
y=± b

2

=

{
1, j = 1,

(−1)n, j = 2,
(28)

αkn =
ω2anE

0
kn

ω2ãn − knd̃n
. (29)

Äëÿ çðó÷íîñòi çàïèñó êîíòóðiâ ââåäåíèé iíäåêñ j ( j = 1 âiäïîâiäà¹ êîíòóðó y = − b
2 , à j = 2 - y = b

2 ).
Ç ðiâíîñòi íóëþ âèçíà÷íèêà îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè (27) ñëiä ÷àñòîòíå ðiâíÿííÿ âëàñíèõ ñïiëüíèõ êîëè-

âàíü ïðóæíî¨ ïëàñòèíè i ðiäèíè ∣∣||Cqk||4q,k=1

∣∣ = 0, (30)

äå

C1k = Bk1 +
∞∑
n=1

αknE
0
kn, C2k = C0

k1,

C3k = Bk2 +
∞∑
n=1

αknE
0
kn(−1)n, C4k = C0

k2 (k = 1, 4).

(31)
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Ñêîðèñòàâøèñü ðîçêëàäàííÿì ôóíêöi¨ w0
k ó ðÿä ïî ïîâíié i îðòîãîíàëüíié ñèñòåìi ôóíêöié ψn ,

óìîâîþ
+ b

2∫
− b

2

ψndy = 0 i ïîçíà÷åííÿì (25), ôîðìóëè (26)-(27) i (30)-(31) ìîæíà ïåðåïèñàòè òàê

w =

4∑
k=1

( ∞∑
n=1

βknψn

)
A0
k, (32)


4∑
k=1

∞∑
n=1

βknB
∗
njA

0
k = 0,

4∑
k=1

C0
kjA

0
k = 0, (j = 1, 2).

(33)

∣∣||Cqk||4q,k=1

∣∣ , (34)

C1k =
∞∑
n=1

βknE
0
kn, C2k = C0

1k, C3k =
∞∑
n=1

βknE
0
kn(−1)n, C4k = C0

2k (k = 1, 4),

äå βnk =
kndnE

0
kn

ω2ãn−knd̃n
.

Ðîçãëÿíåìî ÷àñòîòíå ðiâíÿííÿ (34) ïðè k01ω
2 − g∆ρ > 0 ( q > 0 ) i p4

4 − q > 0 (iíøi âèïàäêè ðîç-
ãëÿäàþòüñÿ àíàëîãi÷íî). Ó öüîìó âèïàäêó ôóíäàìåíòàëüíà ñèñòåìà ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (21) ìà¹ âèãëÿä
w0
k = {sinh p1y , cosh p1y , sinh p2y , cosh p2y} , à êîåôiöi¹íòè E0

kn i Cqk �

E0
1n =

2p1 cosh p
∗
1

b (k2n + p21)
[(−1)n − 1] , E0

2n =
2p1 cosh p

∗
1

b (k2n + p21)
[(−1)n + 1] ,

E0
3n =

2p2 cosh p
∗
2

b (k2n + p22)
[(−1)n − 1] , E0

4n =
2p2 cosh p

∗
2

b (k2n + p22)
[(−1)n + 1] .

(35)

C11 =

∞∑
m=1

β2m−1E
0
1,2m−1, C12 =

∞∑
m=1

β2mE
0
2,2m,

C13 =

∞∑
m=1

β2m−1E
0
3,2m−1, C14 =

∞∑
m=1

β2mE
0
4,2m,

C21 = p1 cosh p̃1, C22 = −p1 sinh p̃1, C23 = p2 cosh p̃2, C24 = −p2 sinh p̃2,

C31 = −
∞∑
m=1

β2m−1E
0
1,2m−1, C32 =

∞∑
m=1

β2mE
0
2,2m,

C33 = −
∞∑
m=1

β2m−1E
0
3,2m−1, C34 =

∞∑
m=1

β2mE
0
4,2m,

C41 = p1 cosh p̃1, C42 = p1 sinh p̃1, C43 = p2 cosh p̃2, C44 = p2 sinh p̃2,

äå p21,2 = p
2 ±

√
p2

4 − q, p∗i =
bpi
2 (i = 1, 2) .

Ïðîâåäåìî íàñòóïíi ïåðåòâîðåííÿ ç âèçíà÷íèêîì ðiâíÿííÿ (34): ñêëàäà¹ìî ïåðøèé ðÿäîê ç òðåòüî¨,
äðóãó ç ÷åòâåðòî¨ i âèíîñèìî äâiéêó ç âèçíà÷íèêà. Äàëi âiäíiìàþ÷è ç ïåðøîãî ðÿäêà òðåòié, äðóãèé-
÷åòâåðòèé i, ïðèâîäÿ÷è âèçíà÷íèê äî áëîêîâîìó âèãëÿäi ç íóëüîâèìè äâîìà áëîêàìè, ïðåäñòàâèìî ðiâíÿ-
ííÿ (34) â íàñòóïíîìó âèãëÿäi(

p2 cosh p̃2

∞∑
m=1

β2m−1E
0
1,2m−1 − p1 cosh p̃1

∞∑
m=1

β2m−1E
0
3,2m−1

)
×(

−p1 cosh p̃1
∞∑
m=1

β2mE
0
4,2m + p2 cosh p̃2

∞∑
m=1

β2mE
0
2,2m

)
= 0.

(36)

Ðiâíÿííÿ (36) ðîçïàäà¹òüñÿ íà äâà ðiâíÿííÿ, ùî îïèñóþòü íåñèìåòðè÷íi i ñèìåòðè÷íi ÷àñòîòè. Ç
óðàõóâàííÿì ñïiââiäíîøåíü (35) áóäåìî ìàòè

∞∑
m=1

β̃2m−1 = 0 è
∞∑
m=1

β̃2m = 0, (37)
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äå β̃n = kn
ω2ãn−knd̃n

.

Òàêèì ÷èíîì, ÷àñòîòíå ðiâíÿííÿ (34) íå çàëåæèòü âiä óìîâ q > 0 i p2

4 − q > 0 , ðîçïàäà¹òüñÿ íà
íåïàðíi i ïàðíi ÷àñòîòè i ìîæå áóòè çàïèñàíà â ¹äèíié ôîðìi äëÿ öèõ ÷àñòîò

∞∑
n=1

kn

ω2ãn − knd̃n
= 0. (38)

Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî n = 2m−1 , òî ðiâíÿííÿ (38) îïèñó¹ íåïàðíi ÷àñòîòè, à ÿêùî n = 2m , òî ïàðíi
÷àñòîòè. Ñëiä çàçíà÷èòè, ùî òàêîãî ñïðîùåííÿ âäàëîñÿ äîñÿãòè çà ðàõóíîê ðîçêëàäàííÿ ôóíêöi¨ w0

k ó
ðÿä ïî ïîâíié i îðòîãîíàëüíié ñèñòåìi âëàñíèõ ôóíêöié ψn i ðîçãëÿäi ðiâíÿííÿ (34). Ïðè âèêîðèñòàííi
ðiâíÿííÿ (30) çíà÷íî çðîñëè á àíàëiòè÷íi îá÷èñëåííÿ, i òàêîãî ñïðîùåííÿ ìîæíà áóëî á äîñÿãòè, ÿêùî
ðîçêëàñòè òðèãîíîìåòðè÷íi i ãiïåðáîëi÷íi ôóíêöi¨ íà ïðîñòi äðîáè òàê, ÿê öå çðîáëåíî, íàïðèêëàä, â
ðîáîòàõ [3, 5-7].

Ëiâà ÷àñòèíà ðiâíÿííÿ (38) ¹ ìîíîòîííî çðîñòàþ÷îþ ôóíêöi¹þ ïàðàìåòðà ω2 íà iíòåðâàëi(
knd̃n

/
ãn, kn+1d̃n+1

/
ãn+1

)
, ïðèéìàþ÷à íà íüîìó çíà÷åííÿ âiä −∞ äî ∞ . Îòæå, ìiæ äâîìà ïîñëiäîâ-

íèìè çíà÷åííÿìè knd̃n
/
ãn ëåæèòü òiëüêè îäèí êîðiíü ðiâíÿííÿ (38). Öèì çàçäàëåãiäü âèçíà÷àþòüñÿ

iíòåðâàëè, â ÿêèõ çíàõîäÿòüñÿ âëàñíi ÷àñòîòè.
Òàêèì ÷èíîì, ðîçãëÿíóòà çàäà÷à ìà¹ íåñêií÷åííèé äèñêðåòíèé ñïåêòð âëàñíèõ çíà÷åíü ω2

l , ¹ êîði-
ííÿì õàðàêòåðèñòè÷íèõ ðiâíÿíü (30), (35) i (38), à âiäïîâiäíi ¨ì âëàñíi ôóíêöi¨ wl(y) óòâîðþþòü ïîâíó
îðòîãîíàëüíó ñèñòåìó ôóíêöié íà âiäðiçêó

[
−b
/
2, b
/
2
]
.

Ó áåçðîçìiðíîìó âèãëÿäi ÷àñòîòíå ðiâíÿííÿ (38) áóäå ìàòè âèãëÿä

∞∑
n=1

n
/{(

ρ12 cothκ1,n + cothκ2,n + πnk̃0

)
Ω2−

−πn
[(
π2n2 + γ20

)
π2n2 + (1− ρ12)g̃

]}
= 0,

(39)

äå Ω2 = ρ2b
5

D ω2, κin = πnHi, Hi =
hi

b , γ
2
0 = Tb2

D , k̃0 = k01
ρ2b
, ρ12 = ρ1

ρ2
, g̃ = gb4

D .

∞∑
n=1

n
/{(

ρ12 cothκ1n + cothκ2n + πnk̃0

)
Ω2−

−πn
(
1 + T̃ π2n2 − ρ12

)}
= 0,

(40)

äå Ω2 = b
gω

2, κin = πnHi, Hi =
hi

b , T̃ = T
gρ2b2

, k̃01 = k01
ρ2b
, ρ12 = ρ1

ρ2
.

Ïðè ρ1 = 0 ( ρ12 = 0 ) ðiâíÿííÿ (40) ñïiâïàäà¹ ç ðiâíÿííÿì ðîáîòè [4].

Äåÿêi îêðåìi âèïàäêè âèõiäíî¨ çàäà÷i.
Ðîçãëÿíåìî ðÿä ïðèâàòíèõ âèïàäêiâ âèõiäíî¨ çàäà÷i, à ñàìå: âèðîäæåííÿ ïëàñòèíè â ìåìáðàíó

(D = 0 ),¨¨ âiäñóòíiñòü (D = T = 0, k01 = 0 ),âiäñóòíiñòü âåðõíüî¨ ðiäèíè ( ρ1 = 0 ) àáî íèæíié ( ρ2 = 0 ).

Âèðàç ïëàñòèíè â ìåìáðàíó. (D = 0 ).
Ó öüîìó âèïàäêó ó ðiâíÿííi (38) ââàæà¹ìî D = 0 i â áåçðîçìiðíîìó âèãëÿäi âîíî ïðèéìå âèãëÿä

Ïëàñòèíà, ùî ðîçäiëÿ¹ ðiäèíè, âiäñóòíié (D = T = 0, k01 = 0 ).
Â öüîìó âèïàäêó ðiâíÿííÿ (14) ç óðàõóâàííÿì âèðàçiâ (13) çâîäèòüñÿ äî íàñòóïíîãî äèôåðåíöiàëü-

íîìó ðiâíÿííþ

Ẅn + ω2
nWn = 0.

äå W (y, t) � ðiâíÿííÿ ïîâåðõíi ðîçäiëó ðiäèí, à

ω2
n =

g∆ρ

an
(41)

ω2
n � êâàäðàò ÷àñòîòè êîëèâàíü äâîøàðîâî¨ iäåàëüíî¨ ðiäèíè â ïðÿìîêóòíîìó êàíàëi.

Âèïàäîê âiäñóòíîñòi âåðõíié ðiäèíè ( ρ1 = 0 ).
Ïîêëàâøè â ÷àñòîòíîìó ðiâíÿííi (39) ùiëüíiñòü âåðõí¹ ðiäèíè äîðiâíþ¹ íóëþ ( ρ12 = 0 ), îòðèìà¹ìî

ðiøåííÿ ðîçãëÿíóòî¨ çàäà÷i.
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Ðèñ. 2: Âèïàäîê âiäñóòíîñòi âåðõíié ðiäèíè ( ρ1 = 0 )

∞∑
n=1

n(
cothκn + πnk̃0

)
Ω2 − πn [(π2n2 + γ20)π

2n2 + g̃]
= 0, (42)

äå ρ = ρ2, h = h2, κn = κ2n = πnH, H = h
b .

Âèïàäîê âiäñóòíîñòi íèæíüî¨ ðiäèíè ( ρ2 = 0 ).
Öåé âèïàäîê íàéáiëüø öiêàâèé, òàê ÿê äîçâîëÿ¹ ðîçãëÿíóòè íîâó çàäà÷ó ïðî âëàñíi êîëèâàííÿ

ðiäèíè â ïðÿìîêóòíîìó êàíàëi ç æîðñòêèì âåðõíiì i ïðóæíèì íèæíiì ïiäñòàâàìè ó âèãëÿäi ïëàòiâêè.
Òàêèé êàíàë áóäåìî íàçèâàòè ¾ïåðåâåðíóòèì¿.

Ðèñ. 3: Âèïàäîê âiäñóòíîñòi íèæíüî¨ ðiäèíè ( ρ2 = 0 ) � ¾ïåðåêèíóòèé¿ êàíàë

Ïîêëàâøè â ðiâíÿííÿõ (38) ùiëüíiñòü íèæíié ðiäèíè äîðiâíþ¹ íóëþ ( ρ2 = 0 ), îòðèìà¹ìî ðiøåííÿ
ðîçãëÿíóòî¨ çàäà÷i i â áåçðîçìiðíîìó âèãëÿäi âîíî çàïèøåòüñÿ òàê

∞∑
n=1

n(
cothκn + πnk̃0

)
Ω2 − πn [(π2n2 + γ20)π

2n2 − g̃]
= 0, (43)

äå Ω2 = ρb5

D ω2, ρ = ρ1, h = h1, κn = κ1n = πnH, H = h
b .

Öiêàâî âiäçíà÷èòè, ùî ÷àñòîòíå ðiâíÿííÿ (43) òàêîæ âèïëèâà¹ ç ÷àñòîòíîãî ðiâíÿííÿ (42), ÿêùî â
íüîìó ôîðìàëüíî ïîêëàñòè g := −g , òîáòî ðîçãëÿíóòè ¾ïåðåêèíóòèé¿ êàíàë (äèâ. ðèñ. 4 i ðèñ. 5).
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×èñåëüíi äîñëiäæåííÿ.
×èñåëüíi äîñëiäæåííÿ ÷àñòîòíèõ ðiâíÿíü (39)-(40), (42)-(43) áóëè ïðîâåäåíi äëÿ íàñòóïíèõ çíà-

÷åíü áåçðîçìiðíèõ ïàðàìåòðiâ: ρ12 = 0, 0.5, 1, 2 ; γ20 = 0..50 ; T̃ = 0, 0.5, 1, 2 ; g̃ = 0, 1, 10, 100, 1000 ;
Hi = 0.5, 1, 1.5 ; k̃0 = 0, 0.5, 1 ç óðàõóâàííÿì äåñÿòè ÷ëåíiâ ó ðÿäàõ öèõ ðiâíÿíü.

Íà ðèñ. 4-7 ïðåäñòàâëåíi ãðàôiêè çàëåæíîñòi êâàäðàòà ïåðøî¨ áåçðîçìiðíîþ íåñèìåòðè÷íîþ ÷àñòîòè
âiä áåçðîçìiðíî¨ âåëè÷èíè íàòÿãó γ20 äëÿ âèïàäêó íåâàãîìîñòi ( g̃ = 0 ) è ρ12 = 0.5 (ðèñ. 4), ρ12 = 1.0
(ðèñ. 5) i ρ12 = 2.0 (ðèñ. 7). Íà ðèñ. 8-9 íàâåäåíi àíàëîãi÷íi ãðàôiêè äëÿ g̃ = 10 . Íà âñiõ ìàëþíêàõ
H1 = H2 = 1 , à çíà÷åííþ k̃0 = 0 âiäïîâiäà¹ âåðõíié ãðàôiê, k̃0 = 0.5 � ñåðåäíié ãðàôiê i k̃0 = 1.0 �
íèæíié ãðàôiê (ðèñ.8 öå âiðíî äëÿ γ20 < 40 ).

Ðèñ. 4: Çàëåæíiñòü êâàäðàòà ïåðøî¨ áåçðîçìið-
íîþ íåñèìåòðè÷íîþ ÷àñòîòè âiä âåëè÷èíè γ20 ïðè

ρ12 = 0.5 i g̃ = 0

Ðèñ. 5: Çàëåæíiñòü êâàäðàòà ïåðøî¨ áåçðîçìið-
íîþ íåñèìåòðè÷íîþ ÷àñòîòè âiä âåëè÷èíè γ20 ïðè

ρ12 = 1.0 i g̃ = 0

Ðèñ. 6: Çàëåæíiñòü êâàäðàòà ïåðøî¨ áåçðîçìið-
íîþ íåñèìåòðè÷íîþ ÷àñòîòè âiä âåëè÷èíè γ20 ïðè

ρ12 = 2.0 i g̃ = 0

Ðèñ. 7: Çàëåæíiñòü êâàäðàòà ïåðøî¨ áåçðîçìið-
íîþ íåñèìåòðè÷íîþ ÷àñòîòè âiä âåëè÷èíè γ20 ïðè

ρ12 = 2.0 i g̃ = 100

Ç ðèñ.4-9 âèäíî, ùî ãðàôiêè äëÿ ñèìåòðè÷íèõ ÷àñòîò ÿêiñíî íå âiäðiçíÿþòüñÿ âiä ãðàôiêiâ äëÿ
íåñèìåòðè÷íèõ ÷àñòîò i, ÿê ïðàâèëî, çíà÷åííÿ ïàðíèõ ÷àñòîò ïðèáëèçíî â ï'ÿòü ðàçiâ áiëüøå âiäïîâiäíèõ
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Ðèñ. 8: Çàëåæíiñòü êâàäðàòà ïåðøî¨ áåçðîçìið-
íîþ íåñèìåòðè÷íîþ ÷àñòîòè âiä âåëè÷èíè γ20 ïðè

ρ12 = 0.5 i g̃ = 100

Ðèñ. 9: Çàëåæíiñòü êâàäðàòà ïåðøî¨ áåçðîçìið-
íîþ íåñèìåòðè÷íîþ ÷àñòîòè âiä âåëè÷èíè γ20 ïðè

ρ12 = 0.0 i g̃ = 1.0

íåïàðíèõ çíà÷åíü ÷àñòîò. Îäíàê, ñëiä çàóâàæèòè, ùî ãðàôiêè íåñèìåòðè÷íèõ ÷àñòîò äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü
áåçðîçìiðíî¨ ìàñè ìàéæå ïàðàëåëüíi, à äëÿ ñèìåòðè÷íèõ ÷àñòîò öüîãî íå ñïîñòåðiãà¹òüñÿ.

Íà ïiäñòàâi ïðîâåäåíèõ àíàëiòè÷íèõ i ÷èñåëüíèõ äîñëiäæåíü ìîæíà çðîáèòè íàñòóïíi çàãàëüíi âè-
ñíîâêè ÿê äëÿ ïàðíèõ, òàê i íåïàðíèõ ÷àñòîò:

1. Ïðè çáiëüøåííi ïîïåðåäíüîãî íàòÿãó ïëàñòèíè àáî ïðè çìåíøåííi æîðñòêîñòi ïëàñòèíè ÷àñòîòè
çðîñòàþòü. Çàëåæíiñòü êâàäðàòà áåçðîçìiðíî¨ ÷àñòîòè âiä âåëè÷èíè ëiíiéíà.

2. Iç çáiëüøåííÿì ïåðåâàíòàæåííÿ ÷àñòîòè óáóâàþòü. Âiäçíà÷à¹òüñÿ äóæå ñëàáêà çàëåæíiñòü êâàäðàòà
áåçðîçìiðíî¨ ÷àñòîòè âiä âåëè÷èíè.

3. C çìåíøåííÿì ùiëüíîñòi âåðõíüî¨ ðiäèíè ÷àñòîòè çðîñòàþòü i ïðèéìàþòü íàéáiëüøå çíà÷åííÿ ïðè
âiäñóòíîñòi âåðõíié ðiäèíè, à çi çáiëüøåííÿì ùiëüíîñòi âåðõíüî¨ ðiäèíè ÷àñòîòè óáóâàþòü i ïðè ìàëié
çãèíàëüíî¨ æîðñòêîñòi i ìàëîìó íàòÿãó ïëàñòèíè ìîæóòü çâåðíóòèñÿ â íóëü, ùî ïðèçâåäå äî âòðàòè
ñòiéêîñòi ïëîñêî¨ ôîðìè ðiâíîâàãè ïëàñòèíè.

4. Ç çìåíøåííÿì ìàñè ïëàñòèíè ÷àñòîòè çðîñòàþòü i ïðèéìàþòü íàéáiëüøå çíà÷åííÿ ïðè âiäñóòíîñòi
ìàñè, òîáòî äëÿ áåçiíåðöiéíèõ ïëàñòèí.

5. Çìåíøåííÿ ÷àñòîò âiäáóâà¹òüñÿ iç çáiëüøåííÿì ãëèáèíè çàïîâíåííÿ âåðõíüî¨ ðiäèíè àáî iç çìåíøå-
ííÿì ãëèáèíè çàïîâíåííÿ íèæíüî¨ ðiäèíè.

Ðîáîòà ìiñòèòü ðåçóëüòàòè äîñëiäæåíü, ïðîâåäåíèõ çà ãðàíòîâî¨ ïiäòðèìêè Äåðæàâíîãî ôîíäó ôóí-
äàìåíòàëüíèõ äîñëiäæåíü çà êîíêóðñíèì ïðîåêòîì � Ô71/80-2016.
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ÊÎËÅÁÀÍÈß ÏÐßÌÎÓÃÎËÜÍÎÉ ÏËÀÑÒÈÍÛ, ÐÀÇÄÅËßÞÙÅÉ ÈÄÅÀËÜÍÛÅ
ÆÈÄÊÎÑÒÈ ÐÀÇÍÎÉ ÏËÎÒÍÎÑÒÈ Â ÏÐßÌÎÓÃÎËÜÍÎÌ ÊÀÍÀËÅ Ñ

ÆÅÑÒÊÈÌÈ ÎÑÍÎÂÀÍÈßÌÈ

Êîíîíîâ Þ.Í., Ëûìàðü Î.Î.
ÐÅÇÞÌÅ
Â ëèíåéíîé ïîñòàíîâêå âûâåäåíî ÷àñòîòíîå óðàâíåíèå ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ïëàñòèíû, ðàçäåëÿþ-

ùåé èäåàëüíûå æèäêîñòè ðàçíîé ïëîòíîñòè â ïðÿìîóãîëüíîì êàíàëå ñ æåñòêèìè îñíîâàíèÿìè. Ïîëó÷åí-
íàÿ åäèíñòâåííàÿ ôîðìà ÷àñòîòíîãî óðàâíåíèÿ êàê äëÿ ñèììåòðè÷íûõ, òàê è íåñèììåòðè÷íûõ ñîâìåñòíûõ
êîëåáàíèé ïëàñòèíû è æèäêîñòè. Ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå ïðåäåëüíûå ñëó÷àè: âûðîæäåíèå ïëàñòèíû â
ìåìáðàíó, åå îòñóòñòâèå, ñëó÷àé îòñóòñòâèÿ âåðõíåé èëè íèæíåé æèäêîñòè. Äëÿ øèðîêîãî êðóãà ïàðàìå-
òðîâ ðàññìàòðèâàåìîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ïðèâåäåíî è ïðîàíàëèçèðîâàíî ÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãèäðîóïðóãîñòü, ïðÿìîóãîëüíàÿ ïëàñòèíà, ïëîñêèå êîëåáàíèÿ, äâóõñëîéíàÿ èäå-
àëüíàÿ íåñæèìàåìàÿ æèäêîñòü.

STABILITY OF NON-SYMMETRIC RIGID BODY ROTATION WITH PROVISION OR
DISSIPATIVE AND CONSTATNT TORQUE

Kononov Yu., Lymar O.
SUMMARY
In a linear formulation, the frequency equation of the natural oscillations of a plate separating ideal �uids

of di�erent density in a rectangular channel with rigid bases is deduced. The only form of the frequency equation
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for both symmetric and asymmetric joint vibrations of a plate and a liquid is obtained. Various limiting cases
are considered: the degeneration of the plate into the membrane, its absence, the case of the absence of an upper
or lower liquid. For a wide range of parameters of the mechanical system under consideration, numerical studies
are presented and analyzed.

Key words: hydro-elasticity, rectangular plate, plane oscillations, two-layer ideal incompressible �uid.
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