
УДК 512.56(2-8),519.766.24

Крайнiчук Г.В.
кандидат фiзико-математичних наук, старший викладач кафедри радiофiзики
та кiбербезпеки, Донецький нацiональний унiверситет iменi Василя Стуса

ПРО КЛАСИФIКАЦIЮ УЗАГАЛЬНЕНИХ БIНАРНИХ
КВАЗIГРУПОВИХ ФУНКЦIЙНИХ РIВНЯНЬ ДОВЖИНИ П’ЯТЬ

У цiй статтi зведено всi чистi нетривiальнi узагальненi бiнарнi квазiгруповi функцiйнi
рiвняння функцiйної довжини 5 до вивчення не бiльше як 52 таких рiвнянь з точнiстю до
парастрофно-первинної рiвносильностi. Всi вони подiленi за кiлькiстю незалежних предме-
тних змiнних та за предметним типом. Встановлено, що функцiйних рiвнянь предметного
типу (7;0;0) iснує не бiльше двох рiвнянь; типу (5;2;0) не бiльше 11; типу (4;3;0) не бiльше
18 та предметного типу (3;2;2) не бiльше 21 рiвняння.
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парастрофно-первинна рiвносильнiсть.

Вступ
У статтi вивчаються функцiйнi рiвняння на квазiгрупових операцiях, визначених на

довiльному носiєвi, наприклад на деякiй скiнченнiй чи нескiнченнiй множинi. Пiд фун-
кцiйним рiвнянням [1, 2], розумiється рiвнiсть двох термiв, що складаються лише з фун-
кцiйних та предметних змiнних, де всi функцiйнi змiннi є вiльними, а всi предметнi змiннi
зв’язанi квантором загальностi. Функцiйнi рiвняння не мають нi предметних нi функцiй-
них сталих. Це дослiдження розпочалося з праць В. Д. Бiлоусова [2] та продовжувало
розвиток в працях А. М. Чобан [3], А. Крапеж [6] та iнших, якi показали, що деякi набори
квазiгрупових функцiйних рiвнянь можна звести до невеликої кiлькостi таких рiвнянь.
Виникла проблема класифiкацiї функцiйних рiвнянь таким чином, що в одному класi бу-
ли рiвняння, якi мають алгоритмiчну залежнiсть мiж множинами їх розв’язкiв. Алгоритм
класифiкацiї та методи розрiзнення таких рiвнянь запропонував Ф.М. Сохацький [9]. По-
лiпшення його результатiв зробили Р. Ф. Коваль [4], А. Крапеж [7], Г. В. Крайнiчук [5] та
iншi. Повна класифiкацiя узагальнених бiнарних квазiгрупових функцiйних рiвнянь фун-
кцiйної довжини 1, 2, 3 та 4 з точнiстю до парастрофно-первинної рiвносильностi дано в
дисертацiї автора.

У цiй статтi дослiджуються функцiйнi рiвняння функцiйної довжини 5 на мно-
жинi квазiгрупових операцiй; дано повний перелiк рiвнянь з точнiстю до парастрофно-
первинної рiвносильностi за кiлькiстю рiзних незалежних предметних змiнних з урахува-
нням їх предметних типiв.

Mетою даної статтi є дослiдження всiх класiв узагальнених бiнарних квазiгрупо-
вих функцiйних рiвнянь довжини 5 з точнiстю до парастрофно-первинної рiвносильностi.

Завдання даного дослiдження: класифiкувати узагальненi функцiйнi рiвняння дов-
жини 5, отримати перелiк вiдповiдних представникiв кожного блоку розбиття за кiлькiстю
рiзних незалежних предметних змiнних та за предметними типами.

1. Основнi означення та результати
В роботi розглядаються бiнарнi операцiї, що визначенi на однiй множинi 𝑄 . Опера-

цiя 𝑓 називається лiвооборотною, якщо довiльний її правий зсув є пiдстановкою базової
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множини, тобто якщо рiвняння 𝑓(𝑥; 𝑎) = 𝑏 має єдиний розв’язок для всiх 𝑎 , 𝑏 iз 𝑄 .
Розв’язок цього рiвняння позначають через ℓ𝑓(𝑏; 𝑎) . Очевидно, що ℓ𝑓 є бiнарною опера-
цiєю, яку називають лiвим дiленням (парастрофом) операцiї 𝑓 . Так само визначається
праве дiлення 𝑟𝑓 операцiї 𝑓 . Iнакше цi операцiї можна визначити тотожностями

𝑓(ℓ𝑓(𝑥; 𝑦); 𝑦) = 𝑥, ℓ𝑓(𝑓(𝑥; 𝑦); 𝑦) = 𝑥, 𝑓(𝑥; 𝑟𝑓(𝑥; 𝑦)) = 𝑦, 𝑟𝑓(𝑥; 𝑓(𝑥; 𝑦)) = 𝑦. (1)

Аналогiчно визначається правооборотна операцiя i праве дiлення (парастроф) 𝑟𝑓 ,
для якого виконуються третя i четверта рiвностi iз (1).

Функцiя 𝑓 називається оборотною або квазiгруповою, якщо вона є правооборотною
i лiвооборотною. При цьому тотожностi (1) називаються визначальними або первинними,
а групоїд (𝑄; 𝑓) називається квазiгрупою.

Функцiя 𝜎𝑓 називається 𝜎 -парастрофом функцiї 𝑓 , якщо вона визначається та-
ким спiввiдношенням: 𝜎𝑓(𝑥1𝜎;𝑥2𝜎) = 𝑥3𝜎 ⇐⇒ 𝑓(𝑥1;𝑥2) = 𝑥3 для будь-якого
𝜎 ∈ 𝑆3 := {𝜄, 𝑠, ℓ, 𝑟, 𝑠ℓ, 𝑠𝑟} , де 𝑆3 – симетрична група третього порядку та 𝑠 := (12) ,
ℓ := (13) , 𝑟 := (23) .

Унiверсальна рiвнiсть двох термiв

(∀𝐹1)(∀𝐹2) . . . (∀𝐹𝑘)(∀𝑥1)(∀𝑥2) . . . (∀𝑥𝑛)(𝑇1 = 𝑇2) (2)

називається функцiйним рiвнянням на 𝑄 [2], якщо вона має принаймнi одну вiльну фун-
кцiйну змiнну, iнакше вона є висловом i називається тотожнiстю, якщо цей вислiв iсти-
ний та протирiччям, якщо цей вислiв хибний. Формула (2) називається унiверсальною
квазiгруповою рiвнiстю, якщо i функцiйнi змiннi, i функцiйнi сталi є квазiгруповими опе-
рацiями. Функцiйне рiвняння називається чистим, якщо воно не має нi функцiйних, нi
предметних сталих [2].

Первиннi квазiгруповi гiпер-тотожностi — це чистi квазiгруповi тотожностi (чистi
функцiйнi рiвняння), якi випливають iз означення оборотних операцiй та їх парастрофiв.
Для бiнарного випадку цi тотожностi такi:

𝜎(𝜏𝐹 ) = 𝜎𝜏𝐹 , 𝑠𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝐹 (𝑦, 𝑥), ℓ𝐹 (𝐹 (𝑥, 𝑦), 𝑦) = 𝑥, 𝐹 (ℓ𝐹 (𝑥, 𝑦), 𝑦) = 𝑥,

𝑟𝐹 (𝑥, 𝐹 (𝑥, 𝑦)) = 𝑦, 𝐹 (𝑥, 𝑟𝐹 (𝑥, 𝑦)) = 𝑦, 𝑠ℓ𝐹 (𝑥, 𝐹 (𝑦, 𝑥)) = 𝑦, 𝐹 (𝑠ℓ𝐹 (𝑥, 𝑦), 𝑥) = 𝑦,

𝑠𝑟𝐹 (𝐹 (𝑦, 𝑥), 𝑦) = 𝑥, 𝐹 (𝑦, 𝑠𝑟𝐹 (𝑥, 𝑦)) = 𝑥.

(3)

Зауваження 1. Зауважимо, що переiменувавши предметнi змiннi у функцiйному рiв-
няннi, ми отримаємо рiзнi формули, якi є записами одного й того ж функцiйного рiвня-
ння, оскiльки всi предметнi змiннi у цих формулах зв’язанi кванторами загальностi.

Означення 1. Кажуть, що два функцiйнi рiвняння рiвносильнi на носiєвi, якщо вони
мають одну й ту ж множину розв’язкiв на даному носiєвi. Два чистих функцiйних
рiвняння називають рiвносильними, якщо вони рiвносильнi на кожному носiєвi.

Два функцiйнi рiвняння називаються парастрофно-первинно рiвносильними, якщо
одне з них можна отримати за скiнченну кiлькiсть таких крокiв: 1) застосування гiпер-
тотожностей (3); 2) замiна сторiн рiвняння; 3) переiменування предметних змiнних; 4)
переiменування функцiйних змiнних.

Два функцiйних рiвняння називаються парастрофно-первинно рiвносильними [9,
2], якщо одне з iншого можна отримати за скiнченну кiлькiсть застосувань таких
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парастрофно-первинних перетворень:
1) перейменування предметних змiнних;
2) перейменування функцiйних змiнних;
3) перетворення за комутуванням: замiна пiдтерма виду 𝐹 (𝜔, 𝜐) термом 𝑠𝐹 (𝜐, 𝜔) ;
4) перетворення за зовнiшнiм дiленням: перехiд вiд рiвностi виду
𝐹1(𝜔1, 𝜔2) = 𝐹2(𝜐1, 𝜐2) до рiвностi 𝑟𝐹1(𝜔1, 𝐹2(𝜐1, 𝜐2)) = 𝜔2 ;
5) перетворення за внутрiшнiм правим (лiвим) дiленням через змiнну 𝑥 : замiна пiдтерма
𝐹 (𝑥, 𝜔) на 𝑥 i одночасно замiна всiх iнших появ змiнної 𝑥 термом 𝑟𝐹 (𝑥, 𝜔) (замiна пiд-
терма 𝐹 (𝜔, 𝑥) на 𝑥 i одночасно замiна всiх iнших появ змiнної 𝑥 термом ℓ𝐹 (𝜔, 𝑥) ), якщо
𝑥 не має появи в термi 𝜔 ;
6) замiна частин рiвняння: замiна рiвняння 𝜔 = 𝜐 на 𝜐 = 𝜔 .

Перетворення за комутуванням, внутрiшнє дiлення на пiдтерм через змiнну та зов-
нiшнє дiлення на деякий пiдтерм називають парастрофно-первинними перетвореннями
рiвняння (в [9, 2] такi перетворення названi парастрофними).

Кажуть, що рiвняння 𝜔 = 𝜐 зводиться до рiвняння 𝜔
′

= 𝜐
′
, якщо вiд одного до

iншого можна перейти за скiнченну кiлькiсть застосувань парастрофно-первинних пере-
творень 1)-6).

Якщо незалежна предметна змiнна має точнi двi появи у рiвняннi, то таку предме-
тну змiнну називаємо квадратичною [5]. Отже, рiвняння є квадратичним, якщо кожна
предметна змiнна є квадратичною. Якщо у рiвняннi точно одна незалежна предметна
змiнна має бiльше двох появ, а iншi незалежнi предметнi змiннi – квадратичнi, то таке
рiвняння називаємо майже квадратичним. Якщо у рiвняннi жодна предметна змiнна не є
квадратичною, то таке рiвняння назвемо антиквадратичним [5].

Означення 2. ([5]) Пiд функцiйною довжиною функцiйного рiвняння розумiємо нату-
ральне число, яке дорiвнює кiлькостi всiх функцiйних змiнних у рiвняннi, враховуючи
повторення всiх функцiйних змiнних, як рiзнi функцiйнi змiннi.

Означення 3. ([5]) Пiд предметною довжиною функцiйного рiвняння розумiємо нату-
ральне число, яке дорiвнює кiлькостi всiх появ предметних змiнних у рiвняннi, врахову-
ючи повторення всiх предметних змiнних, як рiзнi предметнi змiннi.

Означення 4. ([5]) Пiд предметним типом рiвняння вiд 𝑘 рiзних незалежних предме-
тних змiнних розумiємо послiдовнiсть натуральних чисел (𝑚1,𝑚2,. . .,𝑚𝑘) , де 𝑚𝑖 позна-
чає кiлькiсть появ у рiвняннi 𝑖 -ї незалежної предметної змiнної при їх розташуваннi у
лексикографiчному порядку.

Оскiльки ототожнюємо функцiйнi рiвняння, якi вiдрiзняються перейменуванням предме-
тних змiнних (див. зауваження 1.), то, не втрачаючи загальностi, розглядатимемо лише
рiвняння типу (𝑚1,𝑚2, . . . ,𝑚𝑘) з умовою 𝑚1 > 𝑚2 > . . . > 𝑚𝑘 .

Лема 1. ([4]) Кожне функцiйне рiвняння зводиться комутуванням до рiвняння, в яко-
му довiльне пiдслово 𝜐1 · 𝜐2 задовольняє умову |𝜐1| 6 |𝜐2| , а пiдслово 𝑡1𝑡2 , — умову
𝑡1 4 𝑡2 , де 𝑡1 , 𝑡2 — предметнi змiннi.

Лема 2. ([5]) Якщо у функцiйних рiвняннях рiзна кiлькiсть рiзних незалежних предме-
тних змiнних, то такi рiвняння парастрофно-первинно-нерiвносильнi.
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2. Основний результат
В цiй частинi статтi дослiджуються чистi нетривiальнi узагальненi функцiйнi рiвнян-

ня функцiйної довжини 5 на бiнарних квазiгрупових операцiях з точнiстю до парастрофно-
первинної нерiвносильностi. Основний результат статтi поданий в такiй теоремi:

Теорема 1. З точнiстю до парастрофно-первинної рiвносильностi iснує не бiльше як
52 чистих нетривiальних узагальнених бiнарних квазiгрупових функцiйних рiвнянь фун-
кцiйної довжини 5 , якi роздiленi на:

1) рiвняння, що мають одну незалежну предметну змiнну

предметного типу (7, 0, 0) — це рiвняння:

𝐹1(𝑥;𝐹2(𝑥;𝑥)) = 𝐹3(𝑥;𝐹4(𝑥;𝐹5(𝑥;𝑥))), 𝐹1(𝑥;𝐹2(𝑥;𝑥))) = 𝐹3(𝐹4(𝑥;𝑥);𝐹5(𝑥;𝑥)) (4)

2) рiвняння, що мають двi незалежнi предметнi змiннi:

предметного типу (5, 2, 0) – це рiвняння:

𝐹1(𝑥;𝐹2(𝑦; 𝑦)) = 𝐹3(𝐹4(𝑥;𝑥);𝐹5(𝑥;𝑥)), (5)

𝐹1(𝑥;𝐹2(𝑥;𝑥)) = 𝐹3(𝐹4(𝑥;𝑥);𝐹5(𝑦; 𝑦)), (6)

𝐹1(𝑥;𝐹2(𝑦; 𝑦)) = 𝐹3(𝑥;𝐹4(𝑥;𝐹5(𝑥;𝑥))), (7)

𝐹1(𝑥;𝐹2(𝑥; 𝑦)) = 𝐹3(𝐹4(𝑥;𝑥);𝐹5(𝑥; 𝑦)), (8)

𝐹1(𝑥;𝐹2(𝑥;𝑥))) = 𝐹3(𝐹4(𝑥; 𝑦);𝐹5(𝑥; 𝑦)), (9)

𝐹1(𝑦;𝐹2(𝑥; 𝑦))) = 𝐹3(𝐹4(𝑥;𝑥);𝐹5(𝑥;𝑥)), (10)

𝐹1(𝑦;𝐹2(𝑥;𝑥))) = 𝐹3(𝐹4(𝑥;𝑥);𝐹5(𝑥; 𝑦)), (11)

𝐹1(𝑥;𝐹2(𝑥; 𝑦)) = 𝐹3(𝑥;𝐹4(𝑥;𝐹5(𝑥; 𝑦))), (12)

𝐹1(𝑦;𝐹2(𝑥;𝑥)) = 𝐹3(𝑦;𝐹4(𝑥;𝐹5(𝑥;𝑥))), (13)

𝐹1(𝑦;𝐹2(𝑥;𝑥)) = 𝐹3(𝑥;𝐹4(𝑦;𝐹5(𝑥;𝑥))), (14)

𝐹1(𝑦;𝐹2(𝑥; 𝑦)) = 𝐹3(𝑥;𝐹4(𝑥;𝐹5(𝑥;𝑥))), (15)

предметного типу (4, 3, 0) – це рiвняння:

𝐹1(𝑥;𝐹2(𝑥; 𝑦)) = 𝐹3(𝐹4(𝑥; 𝑦);𝐹5(𝑥; 𝑦)), (16)

𝐹1(𝑥;𝐹2(𝑥; 𝑦)) = 𝐹3(𝑥;𝐹4(𝑦;𝐹5(𝑥; 𝑦))), (17)

𝐹1(𝑥;𝐹2(𝑥; 𝑦)) = 𝐹3(𝑦;𝐹4(𝑥;𝐹5(𝑥; 𝑦))), (18)

𝐹1(𝑥;𝐹2(𝑦; 𝑦)) = 𝐹3(𝑥;𝐹4(𝑥;𝐹5(𝑥; 𝑦))), (19)

𝐹1(𝑦;𝐹2(𝑥;𝑥)) = 𝐹3(𝐹4(𝑥; 𝑦);𝐹5(𝑥; 𝑦)), (20)

𝐹1(𝑦;𝐹2(𝑥; 𝑦)) = 𝐹3(𝐹4(𝑥;𝑥);𝐹5(𝑥; 𝑦)), (21)

𝐹1(𝑥;𝐹2(𝑥;𝑥)) = 𝐹3(𝑦;𝐹4(𝑦;𝐹5(𝑥; 𝑦))), (22)

𝐹1(𝑦;𝐹2(𝑥;𝑥)) = 𝐹3(𝑥;𝐹4(𝑦;𝐹5(𝑥; 𝑦))), (23)
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𝐹1(𝑦;𝐹2(𝑥;𝑥)) = 𝐹3(𝑦;𝐹4(𝑥;𝐹5(𝑥; 𝑦))), (24)

𝐹1(𝑦;𝐹2(𝑥;𝑥)) = 𝐹3(𝑦;𝐹4(𝑦;𝐹5(𝑥;𝑥))), (25)

𝐹1(𝑥;𝐹2(𝑥;𝑥)) = 𝐹3(𝐹4(𝑥; 𝑦);𝐹5(𝑦; 𝑦)), (26)

𝐹1(𝑥;𝐹2(𝑦; 𝑦)) = 𝐹3(𝐹4(𝑥;𝑥);𝐹5(𝑥; 𝑦)), (27)

𝐹1(𝑥;𝐹2(𝑥; 𝑦)) = 𝐹3(𝐹4(𝑥;𝑥);𝐹5(𝑦; 𝑦)), (28)

𝐹1(𝑥;𝐹2(𝑥;𝑥)) = 𝐹3(𝑥;𝐹4(𝑦;𝐹5(𝑦; 𝑦))), (29)

𝐹1(𝑥;𝐹2(𝑥;𝑥)) = 𝐹3(𝑦;𝐹4(𝑥;𝐹5(𝑦; 𝑦))), (30)

𝐹1(𝑦;𝐹2(𝑥;𝑥)) = 𝐹3(𝑥;𝐹4(𝑥;𝐹5(𝑦; 𝑦))), (31)

𝐹1(𝑦;𝐹2(𝑦; 𝑦)) = 𝐹3(𝐹4(𝑥;𝑥);𝐹5(𝑥;𝑥)), (32)

𝐹1(𝑦;𝐹2(𝑥;𝑥)) = 𝐹3(𝐹4(𝑥;𝑥);𝐹5(𝑦; 𝑦)), (33)

3) рiвняння, що мають три незалежнi предметнi змiннi

предметного типу (3, 2, 2) – це рiвняння:

𝐹1(𝑥;𝐹2(𝑥;𝑥)) = 𝐹3(𝐹4(𝑦; 𝑦);𝐹5(𝑧; 𝑧)), (34)

𝐹1(𝑥;𝐹2(𝑦; 𝑦)) = 𝐹3(𝐹4(𝑥;𝑥);𝐹5(𝑧; 𝑧)), (35)

𝐹1(𝑥;𝐹2(𝑦; 𝑦)) = 𝐹3(𝑥;𝐹4(𝑥;𝐹5(𝑧; 𝑧))), (36)

𝐹1(𝑦;𝐹2(𝑥;𝑥)) = 𝐹3(𝐹4(𝑥; 𝑦);𝐹5(𝑧; 𝑧)), (37)

𝐹1(𝑦;𝐹2(𝑥; 𝑦)) = 𝐹3(𝐹4(𝑥;𝑥);𝐹5(𝑧; 𝑧)), (38)

𝐹1(𝑥;𝐹2(𝑥;𝑥)) = 𝐹3(𝑦;𝐹4(𝑦;𝐹5(𝑧; 𝑧))), (39)

𝐹1(𝑦;𝐹2(𝑥;𝑥)) = 𝐹3(𝑥;𝐹4(𝑦;𝐹5(𝑧; 𝑧))), (40)

𝐹1(𝑦;𝐹2(𝑥;𝑥)) = 𝐹3(𝑦;𝐹4(𝑥;𝐹5(𝑧; 𝑧))), (41)

𝐹1(𝑥;𝐹2(𝑥;𝑥)) = 𝐹3(𝐹4(𝑦; 𝑧);𝐹5(𝑦; 𝑧)), (42)

𝐹1(𝑦;𝐹2(𝑥;𝑥)) = 𝐹3(𝐹4(𝑥; 𝑧);𝐹5(𝑦; 𝑧)), (43)

𝐹1(𝑥;𝐹2(𝑦; 𝑧)) = 𝐹3(𝐹4(𝑥;𝑥);𝐹5(𝑦; 𝑧)), (44)

𝐹1(𝑦;𝐹2(𝑦; 𝑧)) = 𝐹3(𝐹4(𝑥;𝑥);𝐹5(𝑥; 𝑧))), (45)

𝐹1(𝑦;𝐹2(𝑥;𝑥)) = 𝐹3(𝑦;𝐹4(𝑧;𝐹5(𝑥; 𝑧))), (46)

𝐹1(𝑥;𝐹2(𝑦; 𝑦)) = 𝐹3(𝐹4(𝑥; 𝑧);𝐹5(𝑥; 𝑧)), (47)

𝐹1(𝑥;𝐹2(𝑥; 𝑧)) = 𝐹3(𝐹4(𝑦; 𝑦);𝐹5(𝑥; 𝑧)), (48)

𝐹1(𝑥;𝐹2(𝑦; 𝑦)) = 𝐹3(𝑥;𝐹4(𝑧;𝐹5(𝑥; 𝑧))), (49)

𝐹1(𝑦;𝐹2(𝑥; 𝑧)) = 𝐹3(𝑦;𝐹4(𝑥;𝐹5(𝑥; 𝑧)), (50)

𝐹1(𝑥;𝐹2(𝑥; 𝑧)) = 𝐹3(𝐹4(𝐹5(𝑥; 𝑦); 𝑦); 𝑧), (51)

𝐹1(𝐹2(𝑥; 𝑦); 𝑦) = 𝐹3(𝑥;𝐹4(𝐹5(𝑥; 𝑧); 𝑧)), (52)

𝐹1(𝑦;𝐹2(𝑥; 𝑧)) = 𝐹3(𝐹4(𝑦;𝐹5(𝑥; 𝑧));𝑥), (53)

𝐹1(𝑥;𝐹2(𝑦; 𝑧)) = 𝐹3(𝐹4(𝑥; 𝑦);𝐹5(𝑥; 𝑧)). (54)
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Доведення. В межах даного доведення, всi функцiйнi змiннi позначаємо одним i тим
самим символом (·) i вважаємо, що рiзнi появи цього символу позначають рiзнi функцiйнi
змiннi, оскiльки в загальному рiвняннi всi функцiйнi змiннi є попарно рiзними. Iнколи (·)
опускаємо, наприклад, за цих позначень рiвняння (54) мають вигляд: 𝑥 · 𝑦𝑧 = 𝑥𝑦 · 𝑥𝑧 .

Оскiльки кожна предметна змiнна у рiвняннi має не менше двох появ, то такi рiвня-
ння предметної довжини 7 можуть мати одну, двi, або три рiзних незалежних предметних
змiнних, кожна з яких має не менше двi появи. За означенням 4. — якщо рiвняння мають
одну незалежну предметну змiнну, то їх тип — (7; 0; 0) , якщо — двi незалежних предме-
тних змiнних, то тип таких рiвнянь може бути (5; 2; 0) та (4; 3; 0) . Якщо рiвняння мають
три рiзних незалежних предметних змiнних, то тип рiвняння — (3; 2; 2) .

Доведення теореми складається сумарно з доведених нижче тверджень. Розглянемо
рiвняння вiд однiєї незалежної предметної змiнної. Згiдно з лемою 4., враховуючи рiзнi
розташування дужок, зовнiшнє дiлення термiв та комутування, маємо, що рiвняння типу
(7; 0; 0) з точнiстю до парастрофно-первинної рiвносильностi можуть мати один iз виглядiв
з (4). Рiвняння вiд двох рiзних предметних змiнних класифiкованi в лемi 5. Класифiкацiю
рiвнянь вiд трьох предметних змiнних подiлено на випадки, а саме рiвняння з квадратами
лема 6. та рiвняння без квадратiв (50)–(54), якi знайденi разом з Ф. Сохацьким.

Отже, зi всiх рiвнянь функцiйної довжини 5 досить вивчати не бiльше як 50 класiв
функцiйних рiвнянь. 2

Лема 3. Чистi нетривiальнi узагальненi бiнарнi квазiгруповi функцiйнi рiвняння фун-
кцiйної довжини 5 iснують лише чотирьох типiв: (3; 2; 2) , (4; 3; 0) , (5; 2; 0) , (7; 0; 0) .

Доведення. Оскiльки всi функцiйнi змiннi в рiвняннi бiнарнi, то загальна кiлькiсть пре-
дметних змiнних дорiвнює 7, враховуючи їх повторення. Оскiльки рiвняння квазiгруповi
та нетривiальнi, то кожна предметна змiнна повторюється принаймнi два рази, тому рiв-
няння має не бiльше, нiж три рiзнi незалежнi предметнi змiннi, тобто предметний тип
рiвнянь має вигляд (𝑎, 𝑏, 𝑐) , де 𝑎, 𝑏, 𝑐 > 2 i 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 7 . Занумеруємо предметнi змiннi
у лексикографiчному порядку, якi мають незростаючу кiлькiсть своїх появ. Тому досить
розглядати лише рiвняння iз змiнними 𝑥 , 𝑦 , 𝑧 , в яких 𝑥 має 𝑎 появ, 𝑦 — 𝑏 появ, а 𝑧
вiдповiдно 𝑐 появ. Тодi це лише рiвняння типiв (𝑎, 𝑏, 𝑐) , де 𝑎 > 𝑏 > 𝑐 > 2 i 𝑎+ 𝑏+ 𝑐 = 7 .
Цi умови задовольняють таким вибiркам: (3; 2; 2) , (4; 3; 0) , (5; 2; 0) , (7; 0; 0) . 2

Лема 4. Всi чистi нетривiальнi узагальненi бiнарнi квазiгруповi функцiйнi рiвняння
функцiйної довжини 5 парастрофно-первинно рiвносильнi функцiйним рiвнянням, якi ма-
ють розташування дужок таких форм:

𝐴) 1 + 2 = 2 + 2, 𝐵) 1 + 2 = 1 + (1 + 2).

Доведення. З точнiстю до комутування, всi узагальненi рiвняння функцiйної довжини 5
можна подiлити за довжиною пiдтермiв. Оскiльки рiвняння бiнарнi, то згiдно з означен-
ням 3. предметна довжина такого рiвняння є 7. Оскiльки предметна довжина рiвняння –
це сума довжин лiвої i правої частини рiвняння, то враховуючи лему 1., всi рiвняння за
довжиною дiлимо на три види: 1 = 6 , 2 = 5 , 3 = 4 , де 𝑚 = 𝑛 означає, 𝑚 — предметна
довжина терма лiвої частини, а 𝑛 – предметна довжина терма правої частини рiвняння.

Вид 1 = 6 може мати вигляди 1 = 1 + 5 , 1 = 2 + 4 та 1 = 3 + 3 . Перший подiлимо
зовнi на одиничний пiдтерм, отримаємо вид 2 = 5 , другий подiлимо зовнi на терм довжини
два, а третiй на терм довжини три, в результатi отримаємо в обох випадках вид 3 = 4 ,
враховуючи замiну частин рiвняння мiсцями.
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Вид 2 = 5 може мати такi пiдвиди 2 = 1 + 4 або 2 = 2 + 3 . В обох випадках
зовнiшнiм дiленням на терм меншої довжини отримуємо вид 3 = 4 .

В свою чергу вид 3 = 4 має два таких пiдвиди: 1 + 2 = 2 + 2 та 1 + 2 = 1 + (1 + 2) .
Отже, всi узагальненi рiвняння функцiйної довжини 5 досить розглянути за розта-

шуванням дужок таких форм: 𝐴) 1 + 2 = 2 + 2 , 𝐵) 1 + 2 = 1 + (1 + 2) . 2

Лема 5. З точнiстю до парастрофно-первинної рiвносильностi iснує не бiльше як 29
чистих нетривiальних узагальнених бiнарних квазiгрупових функцiйних рiвнянь фун-
кцiйної довжини 5 вiд двох рiзних предметних змiнних, якi роздiленi на:
— предметний тип (5;2;0): це рiвняння — (5)–(15);
— предметний тип (4;3;0): це рiвняння — (16)–(33).

Доведення. Розглянемо рiвняння, якi мають двi незалежнi предметнi змiннi. Оскiльки
таких рiвнянь є два типи, то спочатку розглянемо тип (5; 2; 0) , а потiм тип (4; 3; 0) .

Всi рiвняння предметного типу (5; 2; 0) класифiкуємо з точнiстю до комутування
пiдтермiв. Оскiльки функцiйнi рiвняння мають двi предметнi змiннi, то враховуючи ле-
ксикографiчний порядок, предметну змiнну, яка має п’ять появ, позначимо через 𝑥 , а
змiнну, яка має двi появи — через 𝑦 .

Спочатку розглянемо функцiйнi рiвняння, якi не мають квадратiв. Це означає, що
пiдтерми довжини два мають появи рiзних предметних змiнних. Таких рiвнянь з розта-
шуванням дужок 𝐴) немає, оскiльки маємо три пiдтерми довжини два, а лише двi появи
однiєї i тiєї ж змiнної. Для випадку 𝐵) таке рiвняння одне: двi появи змiнної 𝑦 знахо-
дяться в рiзних пiдтермах довжини два, а в усiх iнших термах змiнна 𝑥 . З точнiстю до
комутування, отримуємо 𝑥 · 𝑥𝑦 = 𝑥 · (𝑥 · 𝑥𝑦) , тобто рiвняння (12).

Розглянемо рiвняння типу (5; 2; 0) , в яких є квадрати. Припустимо, що 𝑦2 є пiдтер-
мом рiвняння, тодi на всiх iнших мiсцях знаходиться 𝑥 . Для випадку 𝐴) маємо:

𝑥 · 𝑦2 = 𝑥2 · 𝑥2, 𝑥 · 𝑥2 = 𝑦2 · 𝑥2, 𝑥 · 𝑥2 = 𝑥2 · 𝑦2.

Перше рiвняння збiгається з (5). Друге рiвняння комутуванням до третього, враховуючи
лексикографiчний порядок змiнних. А третє рiвняння в точностi збiгається з (6). У випад-
ку 𝐵) маємо два такi рiвняння: 𝑥 · 𝑦2 = 𝑥 · (𝑥 · 𝑥2) , 𝑥 · 𝑥2 = 𝑥 · (𝑥 · 𝑦2) . Перше рiвняння
збiгається з (7), а друге — за допомогою зовнiшнього дiлення двiчi на 𝑥 парастрофно-
первинно-рiвносильне до першого рiвняння, тобто до (7).

Розглянемо рiвняння типу (5; 2; 0) , в яких 𝑦2 не є пiдтермом. Тут 𝑦 може бути в
термах довжини один або в термах довжини два. Для цього розглянемо мiсця 𝑥2 .

Нехай рiвняння має точно один 𝑥2 , а змiнна 𝑦 є в термi довжини два. Тодi для
випадку 𝐴) iншi два пiдтерми довжини два мають вигляд 𝑥𝑦 , тому такi рiвняння:

𝑥 · 𝑥2 = 𝑥𝑦 · 𝑥𝑦, 𝑥 · 𝑥𝑦 = 𝑥2 · 𝑥𝑦, 𝑥 · 𝑥𝑦 = 𝑥𝑦 · 𝑥2.

Перше рiвняння збiгається з рiвнянням (9), друге збiгається з (8), а третє комутуванням
термiв правої частини парастрофно-первинно-рiвносильне рiвнянню (8). Для розташува-
ння дужок 𝐵) випадок, коли є 𝑥2 та 𝑦 розташований у термi довжини два неможливий.
Тому нехай 𝑦 є у термi довжини один. Для випадку 𝐴) рiвнянь з 𝑥2 та змiнною 𝑦 у
термi довжини один не iснує. Для випадку 𝐵) один iз пiдтермiв довжини два збiгається
з 𝑥2 , а iнший однозначно з 𝑥𝑦 .

Якщо 𝑥2 знаходиться злiва, то маємо такi три рiвняння:

𝑥 · 𝑥2 = 𝑥 · (𝑦 · 𝑥𝑦), 𝑥 · 𝑥2 = 𝑦 · (𝑥 · 𝑥𝑦), 𝑦 · 𝑥2 = 𝑥 · (𝑥 · 𝑥𝑦).
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Перше рiвняння зовнiшнiм дiленням на терм 𝑥 справа парастрофно-первинно-рiвносильне
рiвнянню (15). Друге рiвняння подiлимо на 𝑥 через 𝑦 , отримаємо рiвняння (9). Третє
рiвняння подiлимо на 𝑥 через 𝑦 двiчi справа, а потiм зовнi на терм 𝑥2 , в результатi
отримаємо рiвняння, яке парастрофно-первинно-рiвносильне рiвнянню (8).

Якщо 𝑥2 знаходиться справа, то маємо:

𝑦 · 𝑥𝑦 = 𝑥 · (𝑥 · 𝑥2), 𝑥 · 𝑥𝑦 = 𝑦 · (𝑥 · 𝑥2), 𝑥 · 𝑥𝑦 = 𝑥 · (𝑦 · 𝑥2).

Перше рiвняння збiгається з (15). Друге зовнiшнiм дiленням на терм 𝑦 , а потiм внутрiшнiм
дiленням на 𝑥 через 𝑦 парастрофно-первинно-рiвносильне рiвнянню (9). Третє рiвняння
зовнiшнiм дiленням на 𝑥 справа, отримаємо рiвняння 𝑦 · 𝑥2 = 𝑥 · (𝑥 · 𝑥𝑦) , яке встановлено
вище, що воно парастрофно-первинно-рiвносильне рiвнянню (8).

Припустимо, що рiвняння типу (5; 2; 0) має два квадрати, тобто пiдтерм 𝑥2 має двi
появи в рiвняннi. З розташуванням дужок 𝐴) таке рiвняння одне i воно має вигляд (10).
Для випадку 𝐵) можливi такi рiвняння

𝑥 · 𝑥2 = 𝑦 · (𝑦 · 𝑥2), 𝑦 · 𝑥2 = 𝑥 · (𝑦 · 𝑥2), 𝑦 · 𝑥2 = 𝑦 · (𝑥 · 𝑥2).

Перше рiвняння зовнiшнiм дiлення на 𝑦 парастрофно-первинно-рiвносильне рiвнянню
(13). Друге i третє рiвняння збiгаються з (14) i (13) вiдповiдно.

Отже, всього рiвнянь предметного типу (5; 2; 0) є не бiльше 11.
Розглянемо рiвняння предметного типу (4; 3; 0) . Всi рiвняння класифiкуємо з точнi-

стю до комутування пiдтермiв. Оскiльки функцiйнi рiвняння мають двi предметнi змiннi,
то враховуючи лексикографiчний порядок, предметну змiнну, яка має чотири появи, по-
значимо через 𝑥 , а змiнну, яка має три появи — через 𝑦 .

Спочатку опишемо рiвняння типу (4; 3; 0) , якi не мають квадратiв. Для випадку 𝐴)
таке рiвняння лише одне, а саме 𝑥 · 𝑥𝑦 = 𝑥𝑦 · 𝑥𝑦 , яке збiгається з (16). Для розташування
дужок 𝐵) , враховуючи комутування, отримуємо три такi рiвняння:

𝑥 · 𝑥𝑦 = 𝑥 · (𝑦 · 𝑥𝑦), 𝑥 · 𝑥𝑦 = 𝑦 · (𝑥 · 𝑥𝑦), 𝑦 · 𝑥𝑦 = 𝑥 · (𝑥 · 𝑥𝑦).

Перше рiвняння збiгається з (17), а друге рiвняння — з (18). Третє рiвняння зовнi подiлимо
на 𝑦 , отримаємо рiвняння, яке парастрофно-первинно-рiвносильне рiвнянню (17).

Розглянемо рiвняння типу (4; 3; 0) , якi мають квадрати.
Припустимо, що рiвняння мають лише один квадрат. Нехай це буде пiдтерм 𝑦2 . Для

розташування дужок 𝐴) рiвняння лише з одним квадратом неможливе, бо кiлькiсть появ
двох предметних змiнних перевищує кiлькiсть пiдтермiв довжини два. А рiвнянь для 𝐵)
з точнiстю до комутування можливих два: 𝑥 · 𝑦2 = 𝑥 · (𝑥 · 𝑥𝑦) , 𝑥 · 𝑥𝑦 = 𝑥 · (𝑥 · 𝑦2) .
Перше рiвняння збiгається з (19), а друге подiлимо зовна на терм 𝑥 , отримаємо рiвняння
парастрофно-первинно-рiвносильне рiвнянню (19). Якщо одним квадратом буде пiдтерм
𝑥2 , то для розташування дужок випадку 𝐴) таких рiвнянь з точнiстю до комутування два:
𝑦 ·𝑥2 = 𝑥𝑦 ·𝑥𝑦 , 𝑦 ·𝑥𝑦 = 𝑥2 ·𝑥𝑦 . Перше збiгається з (20), а друге з (21). Для розташування
дужок 𝐵) маємо варiанти, коли пiдтерм 𝑥2 в лiвiй частинi рiвняння, то такi рiвняння:

𝑦 · 𝑥2 = 𝑥 · (𝑥 · 𝑥𝑦), 𝑥 · 𝑥𝑦 = 𝑥 · (𝑥 · 𝑦2), 𝑥 · 𝑥𝑦 = 𝑥 · (𝑥 · 𝑦2).

Кожне з цих рiвнянь збiгається з (22), (23), (24) вiдповiдно. Коли пiдтерм 𝑥2 в правiй
частинi рiвняння, то маємо такi рiвняння:

𝑥 · 𝑥𝑦 = 𝑦 · (𝑦 · 𝑥2), 𝑦 · 𝑥𝑦 = 𝑥 · (𝑦 · 𝑥2), 𝑦 · 𝑥𝑦 = 𝑦 · (𝑥 · 𝑥2),
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кожне з яких подiлимо на одиничний пiдтерм зовнi справа, отримаємо рiвняння, якi
парастрофно-первинно-рiвносильнi рiвнянням (24), (23), (22) вiдповiдно.

Припустимо, що рiвняння мають лише два одинаковi квадрати. За кiлькiстю появ
предметних змiнних, це можуть бути лише 𝑥2 . Для розташування дужок випадку 𝐴)
таких рiвнянь не iснує, оскiльки буде третiй квадрат, а саме 𝑦2 , що суперечить припу-
щенню. Для розташування дужок 𝐵) маємо, що всi пiдтерми довжини два будуть 𝑥2 , а
це означає, що таке рiвняння лише одне 𝑦 ·𝑥2 = 𝑦 · (𝑦 ·𝑥2) , яке збiгається з рiвнянням (25).

Припустимо, що рiвняння мають лише два рiзнi квадрати 𝑥2 та 𝑦2 . Рiвнянь для
розташування дужок 𝐴) , згiдно з комутуванням пiдтермiв, є три: 𝑥 · 𝑥2 = 𝑥𝑦 · 𝑦2 ,
𝑥 · 𝑦2 = 𝑥2 · 𝑥𝑦 , 𝑥 · 𝑥𝑦 = 𝑥2 · 𝑦2 , кожне з яких збiгається з (26), (27), (28) вiдповiдно.
Для розташування дужок 𝐵) маємо випадки, коли пiдтерм 𝑥2 злiва, тодi можливi такi
рiвняння: 𝑥·𝑥2 = 𝑥·(𝑦 ·𝑦2) , 𝑥·𝑥2 = 𝑦 ·(𝑥·𝑦2) , 𝑦 ·𝑥2 = 𝑥·(𝑥·𝑦2) , кожне з яких збiгається з
(29), (30), (31) вiдповiдно. Коли пiдтерм 𝑥2 в правiй частинi рiвняння, то маємо рiвняння:

𝑥 · 𝑦2 = 𝑥 · (𝑦 · 𝑥2), 𝑥 · 𝑦2 = 𝑦 · (𝑥 · 𝑥2), 𝑦 · 𝑦2 = 𝑥 · (𝑥 · 𝑥2),

кожне з яких подiлимо на одиничний пiдтерм зовнi справа, отримаємо рiвняння, якi
парастрофно-первинно-рiвносильнi рiвнянням (31), (30), (29) вiдповiдно.

Припустимо, що рiвняння мають три квадрати, а саме з кiлькостi появ кожної пре-
дметної змiнної це — один квадрат змiнної 𝑦 та два кадрати змiнної 𝑥 . Для випадку 𝐴)
таких рiвнянь два: 𝑦 · 𝑦2 = 𝑥2 · 𝑥2, 𝑦 · 𝑥2 = 𝑥2 · 𝑦2 , кожне з яких збiгається з (32) та
(33) вiдповiдно. Оскiльки пiдтермiв довжини два у рiвняннях з розташуванням дужок 𝐵)
лише два, то рiвнянь з трьома квадратами з випадком 𝐵) не iснує.

Цим самим доведено, що всього рiвнянь предметного типу (4; 3; 0) є не бiльше 18.
Отже, рiвнянь довжини 5 вiд двох рiзних предметних змiнних є не бiльше 29. 2

Лема 6. З точнiстю до парастрофно-первинної рiвносильностi iснує не бiльше як 16
чистих нетривiальних узагальнених бiнарних квазiгрупових функцiйних рiвнянь фун-
кцiйної довжини 5 вiд трьох рiзних предметних змiнних з квадратами, якi мають
предметний тип (3;2;2): це рiвняння — (34)–(49).

Доведення. Розглянемо рiвняння, якi мають три незалежних предметних змiнних: 𝑥 , 𝑦
та 𝑧 . Нехай змiнна 𝑥 має в рiвняннi три своїх появи, а змiннi 𝑦 та 𝑧 по двi появи кожна.

Припустимо, що рiвняння мають три квадрати своїх незалежних змiнних. Тодi в
цьому випадку маємо рiвняння лише з випадку 𝐴) , бо для випадку 𝐵) кiлькiсть пiдтермiв
довжини два менша вiд кiлькостi квадратiв за припущенням. Згiдно iз зауваженням 1. та
лемою 1. маємо такi рiвняння:

𝑥 · 𝑥2 = 𝑦2 · 𝑧2, 𝑥 · 𝑦2 = 𝑥2 · 𝑧2, 𝑥 · 𝑧2 = 𝑥2 · 𝑦2.

Перше рiвняння збiгається з (34), друге — з (35). А в третьому — взаємно переймену-
ємо вiдповiдно предметнi змiннi 𝑦 та 𝑧 , отримаємо парастрофно-первинно-рiвносильне
рiвняння до (35).

Припустимо, що рiвняння мають два квадрати своїх незалежних змiнних. Тут мо-
жливих два випадки: у першому випадку — обидвi квадратичнi змiннi є квадратами; у
другому — одна квадратична i одна неквадратична предметна змiнна є квадратами.

Якщо квадратами є квадратичнi змiннi, то таке рiвняння для розташування дужок
𝐴) збiгається з (34) або (35), а для випадку 𝐵) з врахуванням леми 1., таке рiвняння одне
𝑥 · 𝑦2 = 𝑥 · (𝑥 · 𝑧2) , яке збiгається з (36).
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Якщо в рiвняннi є 𝑥2 , то другим квадратом буде одна iз квадратичних змiнних. Не-
хай другим квадратом є 𝑧2 . Для випадку 𝐴) з врахуванням леми 1. маємо такi рiвняння:

𝑦 · 𝑥2 = 𝑥𝑦 · 𝑧2, 𝑦 · 𝑧2 = 𝑥2 · 𝑥𝑦, 𝑦 · 𝑥𝑦 = 𝑥2 · 𝑧2.

Перше рiвняння збiгається з (37). Друге рiвняння подiлимо на 𝑥 через 𝑦 i комуту-
ванням пiдтермiв справа та замiна частин рiвняння мiсцями, отримуємо рiвняння, яке
парастрофно-первинно-рiвносильне (37). Третє рiвняння збiгається з (38). Для розташу-
вання дужок 𝐵) розглянемо два випадки, коли 𝑥2 злiва, тодi 𝑧2 справа i навпаки. У
першому випадку маємо рiвняння:

𝑥 · 𝑥2 = 𝑦 · (𝑦 · 𝑧2), 𝑦 · 𝑥2 = 𝑥 · (𝑦 · 𝑧2), 𝑦 · 𝑥2 = 𝑦 · (𝑥 · 𝑧2).

Кожне з цих трьох рiвнянь збiгається злiва на право з (39), (40) та (41) вiдповiдно. У
другому випадку, коли 𝑥2 справа, тодi 𝑧2 злiва, тому маємо такi рiвняння:

𝑥 · 𝑧2 = 𝑦 · (𝑦 · 𝑥2), 𝑦 · 𝑧2 = 𝑥 · (𝑦 · 𝑥2), 𝑦 · 𝑧2 = 𝑦 · (𝑥 · 𝑥2).

Кожне з цих рiвнянь подiлимо зовнi на одиничний пiдтерм справа, отримаємо вiдповiдно
парастрофно-первинно-рiвносильнi рiвняння до рiвнянь (39), (40) та (41).

Припустимо, що рiвняння мають один квадрат. Маємо два випадки:
1) квадрат неквадратичної змiнної, тобто 𝑥2 ;
2) квадрат квадратичної змiнної, тобто згiдно з лемою 1., це 𝑦2 .

Розглянемо випадок 1). Для розташування дужок 𝐴) з врахуванням леми 1. нехай
𝑥2 злiва, тодi маємо рiвняння: 𝑥 ·𝑥2 = 𝑦𝑧 ·𝑦𝑧 , 𝑦 ·𝑥2 = 𝑥𝑧 ·𝑦𝑧 . Кожне з рiвнянь збiгається
з (42) та (43) вiдповiдно. Якщо 𝑥2 справа для випадку 𝐴) , то

𝑥 · 𝑦𝑧 = 𝑥2 · 𝑦𝑧, 𝑦 · 𝑦𝑧 = 𝑥2 · 𝑥𝑧, 𝑦 · 𝑥𝑧 = 𝑥2 · 𝑦𝑧.

Перше i друге рiвняння збiгається вiдповiдно з (44) та (45). А третє рiвняння, подiли-
мо на 𝑧 через 𝑦 та комутуванням перейдемо до рiвняння, яке парастрофно-первинно-
рiвносильне (43).

Для випадку 𝐵) нехай 𝑥2 злiва, тодi з врахуванням леми 1. маємо єдине рiвнян-
ня, якщо 𝑥 злiва: 𝑥 · 𝑥2 = 𝑦 · (𝑧 · 𝑦𝑧) , яке подiлимо на 𝑧 через 𝑦 , отримаємо рiвняння
парастрофно-первинно-рiвносильне до (42). Якщо 𝑥 справа, то згiдно з лемою 1. одини-
чним термом злiва буде 𝑦 . Таких рiвнянь п’ять: 𝑦 · 𝑥2 = 𝑥 · (𝑧 · 𝑦𝑧) , 𝑦 · 𝑥2 = 𝑧 · (𝑥 · 𝑦𝑧) ,
𝑦 · 𝑥2 = 𝑧 · (𝑧 · 𝑥𝑦) , 𝑦 · 𝑥2 = 𝑦 · (𝑧 · 𝑥𝑧) , 𝑦 · 𝑥2 = 𝑧 · (𝑦 · 𝑥𝑧) . Перше рiвняння подi-
лимо на 𝑧 через 𝑦 , отримаємо рiвняння (44). Друге рiвняння подiлимо на 𝑦 через 𝑧 ,
отримаємо парастрофно-первинно рiвносильне рiвняння (43). Третє рiвняння збiгається з
(46). Четверте рiвняння подiлимо на 𝑥 через 𝑧 , отримаємо (43). П’яте рiвняння подiли-
мо на 𝑥 через 𝑦 , взаємно перейменуємо предметнi змiннi 𝑦 та 𝑧 , отримаємо рiвняння
парастрофно-первинно-рiвносильне (45).

Нехай 𝑥2 справа для випадку 𝐵) . Якщо злiва одиничний терм 𝑥 , то згiдно з ле-
мою 1. маємо такi рiвняння 𝑥 · 𝑦𝑧 = 𝑦 · (𝑧 · 𝑥2) , 𝑥 · 𝑦𝑧 = 𝑧 · (𝑦 · 𝑥2) . Перше рiвняння
подiлимо зовнi на 𝑦 , а потiм на 𝑧 через 𝑦 i взаємно перейменуємо 𝑦 та 𝑧 i комутуванням
термiв, в результатi отримаємо парастрофно-первинно-рiвносильне до рiвняння (43). Дру-
ге рiвняння комутуванням та взаємним перейменуванням квадратичних змiнних зводимо
до першого рiвняння. Якщо злiва одиничний терм 𝑦 та всi змiннi рiзнi, то маємо такi
рiвняння: 𝑦 · 𝑥𝑧 = 𝑦 · (𝑧 · 𝑥2) , 𝑦 · 𝑥𝑧 = 𝑧 · (𝑦 · 𝑥2) . Перше рiвняння подiлимо зовнi на 𝑦 ,
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а потiм на 𝑥 через 𝑧 , отримаємо (45). Друге рiвняння подiлимо зовнi на 𝑧 , а потiм на 𝑥
через 𝑧 , отримаємо (43). Якщо злiва обидва 𝑦 , то

𝑦 · 𝑥𝑦 = 𝑧 · (𝑧 · 𝑥2), 𝑦 · 𝑦𝑧 = 𝑥 · (𝑧 · 𝑥2), 𝑦 · 𝑦𝑧 = 𝑧 · (𝑥 · 𝑥2).

Всi рiвняння подiлимо зовнi на одиничний пiдтерм. У першому рiвняннi взаємно перейме-
нуємо квадратичнi змiннi, отримаємо (46). Друге i третє подiлимо на 𝑦 через 𝑧 , отримаємо
(44) i (42) вiдповiдно.

Розглянемо випадок 2). Для розташування дужок 𝐴) маємо два рiвняння, якi збiга-
ються з (47) i (48). Для випадку 𝐵) якщо квадрат злiва, то таких рiвнянь три:

𝑥 · 𝑦2 = 𝑥 · (𝑧 · 𝑥𝑧), 𝑥 · 𝑦2 = 𝑧 · (𝑥 · 𝑥𝑧), 𝑧 · 𝑦2 = 𝑥 · (𝑥 · 𝑥𝑧).

Перше рiвняння збiгається з (49). Друге i третє рiвняння подiлимо на 𝑥 через 𝑧 , отрима-
ємо (47) i (48) вiдповiдно. Якщо квадрат справа, то:

𝑥 · 𝑥𝑧 = 𝑥 · (𝑧 · 𝑦2), 𝑥 · 𝑥𝑧 = 𝑧 · (𝑥 · 𝑦2), 𝑧 · 𝑥𝑧 = 𝑥 · (𝑥 · 𝑦2).

Кожне з цих рiвнянь подiлимо на одиничний пiдтерм справа, отримаємо три попереднiх
рiвняння, якi парастрофно-первинно рiвносильнi одному з рiвнянь (47)–(49).

Отже всього рiвнянь з квадратами типу (3;2;2) не бiльше 16. 2

Висновки
В статтi знайденi узагальненi бiнарнi квазiгуповi функцiйнi рiвняння функцiйної дов-

жини п’ять з точнiстю до парастрофно-первинної рiвносильностi за кiлькiстю рiзних пре-
дметних змiнних та за їх предметним типом.

Перспективою подальшого дослiдження стане розв’язування отриманих рiвнянь
на множинi бiнарних квазiгрупових операцiй та встановлення попарної парастрофно-
первинної нерiвносильностi мiж всiма функцiйними рiвняннями функцiйної довжини 5.
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ON CLASSIFICATION OF GENERALIZED BINARY QUASIGROUP
FUNCTIONAL EQUATIONS OF LENGTH FIVE

SUMMARY
This paper summarizes all pure non-trivial generalized binary quasigroup functional equations
of functional length 5 to the study of no more than 52 such equations up to parastrophically
primary equivalence. All of them are divided according to the number of independent individual
variables and by the individual type. It is established that there exist at most two functional
equations of the individual type (7;0;0); no more than 11 of the individual type (5;2;0); no more
than 18 of the individual type (4;3;0) and no more than 21 equations of the individual type
(3;2;2).
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О КЛАССИФИКАЦИИ ОБОБЩЕННЫХ БИНАРНЫХ
КВАЗИГРУППОВЫХ ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ДЛИНЫ

ПЯТЬ

РЕЗЮМЕ
В этой статье сведены все чистые нетривиальные обобщённые бинарные квазигруппо-
вые функциональные уравнения функциональной длины 5 к изучению не более 52 таких
уравнений с точностью к парастрофно-первичной эквивалентности. Все они разделены по
количеству независимых предметных переменных и по предметному типу. Установлено,
что функциональных уравнений предметного типа (7;0;0) существует не более двух урав-
нений; типа (5;2;0) не более 11; типа (4;3;0) не более 18 и предметного типа (3;2;2) не более
21 уравнения.

Ключевые слова: квазигруппа, обратимая операция, парастроф, функциональное
уравнение, парастрофно-первичная эквивалентность.
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