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У статтi розглядаються скiнченнi 𝑝 -групи, в яких норма абелевих нециклiчних пi-
груп недедекiндова. Встановлено ряд загальних властивостей таких груп. Доведено, що
скiнченна 𝑝 -група, в якiй норма абелевих нециклiчних пiдгруп недедекiндова i не мiстить
абелевих нециклiчних пiдгруп, також не мiстить таких пiдгруп.
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Вступ
Одним з основних напрямiв у теорiї груп є вивчення впливу систем пiдгруп на стру-

ктуру групи. В одних випадках група може мати систему пiдгруп з певними властиво-
стями, але вплив цiєї системи пiдгруп є не суттєвим. В iнших випадках наявнiсть єдиної
(як правило, характеристичної) пiдгрупи з певною властивiстю може бути визначальним
фактором для будови усiєї групи. Список таких пiдгруп можна суттєво розширити, роз-
глядаючи рiзноманiтнi Σ -норми групи. Нагадаємо, що Σ -нормою називається перетин
нормалiзаторiв усiх пiдгруп системи Σ (за умови, що система Σ непорожня). Зрозумiло,
що коли Σ -норма збiгається з групою, то в останнiй нормальнi всi пiдгрупи системи Σ .

Уперше ситуацiю, коли Σ -норма є власною пiдгрупою групи, почав вивчати Р.Бер
[1] у 1935 роцi для системи Σ всiх пiдгруп даної групи. Вiдповiдну Σ -норму було названо
нормою групи 𝐺 та позначено 𝑁(𝐺) . Вiдповiдно до [1] нормою 𝑁(𝐺) групи 𝐺 називають
перетин нормалiзаторiв усiх пiдгруп групи 𝐺 . У останнi роки iнтерес до вивчення норми
групи не зменшується, що пiдтверджує ряд робiт [2–5].

Звужуючи систему пiдгруп Σ , можна отримувати тi чи iншi Σ -норми, що є узагаль-
неннями норми 𝑁(𝐺) . Зрозумiло, що yсi Σ -норми мiстять центр групи i є її характеристи-
чними пiдгрупами. Якщо у якостi системи Σ виступає система всiх абелевих нециклiчних
пiдгруп, то у вiдповiдностi з [6] таку Σ -норму називатимемо нормою абелевих нециклi-
чних пiдгруп i позначатимемо 𝑁𝐴

𝐺 .
У статтi автор продовжує дослiдження локально скiнченних 𝑝 -груп, що мають неде-

декiндову норму 𝑁𝐴
𝐺 абелевих нециклiчних пiдгруп. Зокрема, у роботах [6–7] було описано

нескiнченнi локально скiнченнi 𝑝 -групи, а у роботах [8–9] – скiнченнi 𝑝 -групи iз заданими
обмеженнями на норму 𝑁𝐴

𝐺 .
Метою даної статтi є дослiдження властивостей скiнченних 𝑝 -груп, в яких норма

абелевих нециклiчних пiдгруп недедекiндова.

Основнi означення та зауваження
Нормою абелевих нециклiчних пiдгруп групи 𝐺 називається перетин нормалiзаторiв

𝑁𝐴
𝐺 усiх абелевих нециклiчних пiдгруп групи 𝐺 за умови, що система таких пiдгруп у

групi непорожня [6].
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Зрозумiло, що в групi 𝐺 , яка мiстить хоча б одну абелеву нециклiчну пiдгрупу i
збiгається з нормою 𝑁𝐴

𝐺 , усi абелевi нециклiчнi пiдгрупи нормальнi. Неабелевi групи з
такою властивiстю детально вивчалися у роботi [10] та були названi 𝐻𝐴 -групами (𝐻𝐴𝑝 -
групами, якщо вони є 𝑝 -групами).

Будову скiнченних 𝐻𝐴𝑝 -груп описує наступне твердження.

Твердження 1. ([10]) Будь-яка скiнченна 𝐻𝐴𝑝 -група ( 𝑝 – просте число) є групою одно-
го з наступних типiв:

1) 𝐺 = (⟨𝑎⟩ × ⟨𝑏⟩)h ⟨𝑐⟩ , де |𝑎| = 𝑝𝑛 , |𝑏| = |𝑐| = 𝑝 , [𝑎, 𝑏] = [𝑎, 𝑐] = 1 , [𝑏, 𝑐] = 𝑎𝑝
𝑛−1

;
2) 𝐺 = ⟨𝑎⟩h ⟨𝑏⟩ , де |𝑎| = 𝑝𝑛 , |𝑏| = 𝑝𝑚 , 𝑛 > 2 , 𝑚 > 1 , [𝑎, 𝑏] = 𝑎𝑝

𝑛−1
;

3) 𝐺 = (⟨𝑎⟩ × ⟨𝑏⟩)⟨𝑑⟩ , де |𝑎| = |𝑑| = 9 , |𝑏| = 3 , [𝑎, 𝑏] = 1 , [𝑎, 𝑑] = 𝑏 , [𝑏, 𝑑] = 𝑑3 = 𝑎−3 ;
4) 𝐺 = (𝐻 × ⟨𝑏⟩) h ⟨𝑐⟩ , де 𝐻 = ⟨ℎ1, ℎ2⟩ , |ℎ1| = |ℎ2| = 4 , ℎ21 = ℎ22 , |𝑏| = |𝑐| = 2 ,

[ℎ1, ℎ2] = ℎ21 , [𝐻, ⟨𝑏⟩] = [𝐻, ⟨𝑐⟩] = 𝐸 , [𝑏, 𝑐] = ℎ21 ;
5) 𝐺 = (⟨𝑎⟩ × ⟨𝑏⟩)⟨𝑐⟩ , де |𝑎| = |𝑏| = |𝑐| = 4 , 𝑐2 = 𝑎2𝑏2 , [𝑐, 𝑏] = 𝑐2 , [𝑐, 𝑎] = 𝑎2 ;
6) 𝐺 = (⟨𝑎⟩ × ⟨𝑏⟩)⟨𝑐⟩⟨𝑑⟩ , де |𝑎| = |𝑏| = |𝑐| = |𝑑| = 4 , 𝑐2 = 𝑑2 = 𝑎2𝑏2 , [𝑎, 𝑐] = [𝑑, 𝑐] = 𝑎2 ,

[𝑏, 𝑑] = 𝑏2 , [𝑐, 𝑏] = [𝑑, 𝑎] = 𝑐2 ;
7) 𝐺 = 𝐻 × ⟨𝑐⟩ , де 𝐻 = ⟨ℎ1, ℎ2⟩ , |ℎ1| = |ℎ2| = 4 , ℎ21 = ℎ22 , [ℎ1, ℎ2] = ℎ21 , |𝑐| = 2𝑛 ,

𝑛 > 2 ;
8) 𝐺 = 𝐻 ×𝑄 , де 𝐻 i 𝑄 – групи кватернiонiв;
9) 𝐺 = (𝐻 × ⟨𝑏⟩)⟨𝑐⟩ , де 𝐻 = ⟨ℎ1, ℎ2⟩ , |ℎ1| = |ℎ2| = |𝑏| = |𝑐| = 4 , [ℎ1, ℎ2] = ℎ21 = ℎ22 ,

[𝐻, ⟨𝑐⟩] = 𝐸 , 𝑐2 = 𝑏2ℎ21 , [𝑏, 𝑐] = 𝑏2 ;
10) 𝐺 = (⟨ℎ2⟩ × ⟨𝑐⟩)⟨ℎ1⟩ , де |ℎ1| = |ℎ2| = 4 , [ℎ1, ℎ2] = ℎ21 = ℎ22 , |𝑐| = 2𝑛 > 2 ,

[𝑐, ℎ1] = 𝑐2
𝑛−1

;
11) 𝐺 = (𝐻 × ⟨𝑎⟩)⟨𝑏⟩ , де 𝐻 = ⟨ℎ1, ℎ2⟩ , |ℎ1| = |ℎ2| = 4 , |𝑎| = 2 , |𝑏| = 8 ,

[𝑎, 𝑏] = [ℎ1, ℎ2] = ℎ21 = ℎ22 , 𝑏
2 = ℎ1 , [ℎ2, 𝑏] = 𝑎 ;

12) 𝐺 = ⟨𝑎⟩⟨𝑏⟩ , де |𝑎| = 2𝑛 > 2 , |𝑏| = 8 , 𝑏4 = 𝑎2
𝑛−1

, 𝑏−1𝑎𝑏 = 𝑎−1 .

Основна частина
Текст основної частини — власне виклад матерiалу дослiдження. У цьому пунктi

будуть розглядатися властивостi скiнченних 𝑝 -груп, в яких норма абелевих нециклiчних
пiдгруп недедекiндова. Як було зазначено вище, у цьому випадку норма 𝑁𝐴

𝐺 є або 𝐻𝐴𝑝 -
групою, або недедекiндовою групою, в якiй система абелевих нециклiчних пiдгруп поро-
жня. Наступна теорема стверджує, що у класi скiнченних 𝑝 -груп останнiй випадок мiсця
не має.

Теорема 1. Якщо норма 𝑁𝐴
𝐺 абелевих нециклiчних пiдгруп скiнченної 𝑝 -групи 𝐺 ( 𝑝

– довiльне просте число) недедекiндова i не мiстить абелевих нециклiчних пiдгруп, то
таких пiдгруп не мiстить i сама група 𝐺 .

Доведення. Нехай норма 𝑁𝐴
𝐺 недедекiндова i не мiстить абелевих нециклiчних пiдгруп.

Тодi вона є кватернiонною 2-групою порядку бiльше 8

𝑁𝐴
𝐺 = ⟨𝑎⟩⟨𝑏⟩,

де |𝑎| = 2𝑛, 𝑛 > 3, |𝑏| = 4, 𝑎2
𝑛−1

= 𝑏2, 𝑏−1𝑎𝑏 = 𝑎−1.
Покажемо, що 𝑎1 = 𝑎2

𝑛−1
– єдина iнволюцiя групи 𝐺 . Припустимо супротивне.

Нехай iснує елемент 𝑥 ∈ 𝐺∖𝑁𝐴
𝐺 , |𝑥| = 2 . Оскiльки 𝑎1 ∈ 𝑍(𝐺) , то пiдгрупа ⟨𝑎1, 𝑥⟩ –

абелева нециклiчна i тому 𝑁𝐴
𝐺 -допустима. Тодi

[⟨𝑥⟩, 𝑁𝐴
𝐺 ] ⊆ ⟨𝑥, 𝑎1⟩ ∩𝑁𝐴

𝐺 = ⟨𝑎1⟩.
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Позначимо 𝑦 – елемент порядку 4 з норми 𝑁𝐴
𝐺 такий, що ⟨𝑦⟩ 6 𝑁𝐴

𝐺 . Якщо [𝑦, 𝑥] = 1 ,
то пiдгрупа ⟨𝑥⟩ × ⟨𝑦⟩ є 𝑁𝐴

𝐺 -допустимою i

[⟨𝑦⟩, 𝑁𝐴
𝐺 ] ⊆ (⟨𝑥⟩ × ⟨𝑦⟩) ∩𝑁𝐴

𝐺 = ⟨𝑦⟩.

Тодi ⟨𝑦⟩ C 𝑁𝐴
𝐺 , що суперечить вибору елемента 𝑦 . Отже, [𝑦, 𝑥] ̸= 1 i [𝑦, 𝑥] = 𝑎1 = 𝑦2 .

Зрозумiло, що у цьому випадку 𝑥−1𝑏𝑥 = 𝑏−1, |𝑥𝑏| = 2 i 𝑥−1𝑎𝑏𝑥 = (𝑎𝑏)−1 = 𝑏−1𝑎−1. З iншого
боку,

𝑥−1𝑎𝑏𝑥 = (𝑥−1𝑎𝑥)(𝑥−1𝑏𝑥) = 𝑥−1𝑎𝑥𝑏−1 = 𝑏−1𝑎−1.

Тому 𝑥−1𝑎𝑥 = 𝑏−1𝑎−1𝑏 = 𝑎 i [𝑥, 𝑎] = 1 .
Оскiльки пiдгрупа ⟨𝑎1, 𝑥𝑏⟩ = ⟨𝑎1⟩×⟨𝑥𝑏⟩ – абелева нециклiчна, то вона 𝑁𝐴

𝐺 -допустима.
Проте,

[𝑎, 𝑥𝑏] = [𝑎, 𝑏] = ⟨𝑎2⟩ * ⟨𝑎1, 𝑥𝑏⟩.

Протирiччя. Отже, 𝐺 мiстить одну iнволюцiю i тому не мiстить абелевих нециклiчних
пiдгруп. 2

З теореми 1 та означення норми абелевих нециклiчних пiдгруп випливає, що до-
слiдження скiнченних 𝑝 -груп з недедекiндовою нормою 𝑁𝐴

𝐺 зводиться до дослiдження
𝑝 -груп, в яких норма 𝑁𝐴

𝐺 є негамiльтоновою 𝐻𝐴𝑝 -групою. Загальнi властивостi таких
груп характеризують наступнi твердження.

Лема 1. Якщо норма 𝑁𝐴
𝐺 абелевих нециклiчних пiдгруп групи 𝐺 недедекiндова, то ко-

жна абелева нециклiчна пiдгрупа групи має з нормою 𝑁𝐴
𝐺 неодиничний перетин.

Доведення леми випливає з означення норми абелевих нециклiчних пiдгруп групи.

Лема 2. Скiнченна 𝑝 -група 𝐺 ( 𝑝 – довiльне просте число), що має недедекiндову норму
𝑁𝐴

𝐺 абелевих нециклiчних пiдгруп, не мiстить елементарних абелевих пiдгруп порядку
𝑝3 .

Доведення. Припустимо, що всупереч твердженню леми, група 𝐺 мiстить елементар-
ну абелеву пiдгрупу 𝐴 порядку 𝑝3 . Оскiльки за твердженням 1 норма 𝑁𝐴

𝐺 не мiстить
елементарних абелевих пiдгруп порядку 𝑝3 , то 𝐴 * 𝑁𝐴

𝐺 .
Якщо | 𝐴 ∩ 𝑁𝐴

𝐺 |6 𝑝 , то 𝐴 мiстить абелеву нециклiчну пiдгрупу порядку 𝑝2 , яка
має з нормою 𝑁𝐴

𝐺 одиничний перетин, що суперечить лемi 1. Отже, | 𝐴 ∩𝑁𝐴
𝐺 |= 𝑝2.

Нехай 𝐴 = 𝐴1 × ⟨𝑏⟩ , де 𝐴1 = ⟨𝑎1⟩ × ⟨𝑎2⟩, ⟨𝑏⟩ ∩ 𝑁𝐺 = 𝐸. Оскiльки пiдгрупи
⟨𝑎𝑖⟩ × ⟨𝑏⟩, 𝑖 = 1, 2 нециклiчнi, то вони нормальнi у пiдгрупi 𝐺1 = ⟨𝑏⟩𝑁𝐺 . Тому

⟨𝑏⟩ = (⟨𝑎1⟩ × ⟨𝑏⟩) ∩ (⟨𝑎2⟩ × ⟨𝑏⟩) C 𝐺1.

Але у такому випадку 𝐺1 = ⟨𝑏⟩ ×𝑁𝐺, 𝑏 ∈ 𝑍(𝐺1) 6 𝑁𝐺1 i 𝐺1 є 𝐻𝐴𝑝 -групою, що мiстить
елементарну абелеву пiдгрупу порядку 𝑝3 . Протирiччя. 2

Нагадаємо, що нижнiм шаром 𝑝 -групи 𝐺 називається пiдгрупа 𝜔(𝐺) , породжена
всiма елементами порядку 𝑝 даної групи.

Лема 3. Якщо скiнченна 𝑝 -група ( 𝑝 – довiльне просте число) 𝐺 має недедекiндову нор-
му 𝑁𝐴

𝐺 абелевих нециклiчних пiдгруп i нижнiй шар 𝜔(𝑁𝐴
𝐺 ) норми нециклiчний та мi-

ститься у центрi 𝑍(𝐺) групи, то 𝜔(𝐺) = 𝜔(𝑁𝐴
𝐺 ).
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Доведення. Нехай група 𝐺 та її норма 𝑁𝐴
𝐺 задовольняють умови леми. Оскiльки

𝜔(𝑁𝐴
𝐺 ) нециклiчний i мiститься у центрi групи, то виходячи опису 𝐻𝐴𝑝 -груп, до яких

вiдноситься норма 𝑁𝐴
𝐺 , маємо |𝜔(𝑁𝐴

𝐺 )| = 𝑝2 .
Припустимо, що iснує елемент 𝑥 простого порядку такий, що 𝑥 ̸∈ 𝜔(𝑁𝐴

𝐺 ) . Тодi
𝜔(𝑁𝐴

𝐺 )× ⟨𝑥⟩ є елементарною абелевою пiдгрупою порядку 𝑝3 , що неможливо за лемою 2.
Отже, 𝜔(𝐺) = 𝜔(𝑁𝐴

𝐺 ) . 2

Лема 4. Якщо скiнченна 𝑝 -група 𝐺 ( 𝑝 – довiльне просте число) має недедекiндову нор-
му 𝑁𝐴

𝐺 абелевих нециклiчних пiдгруп та мiстить нормальну циклiчну пiдгрупу ⟨𝑔⟩ по-
рядку 𝑝2 , то 𝑔 ∈ 𝑁𝐴

𝐺 .

Доведення. Нехай 𝐴 – довiльна абелева нециклiчна пiдгрупа групи 𝐺 . Оскiльки
𝑔𝑝 ∈ 𝑍(𝐺) i за лемою 2 група 𝐺 не мiстить елементарних абелевих пiдгруп порядку
𝑝3 , то 𝑔𝑝 ∈ 𝐴 . З цього випливає, що для довiльного елемента 𝑥 ∈ 𝐴 має мiсце включення
[𝑔, 𝑥] ∈ ⟨𝑔𝑝⟩ ⊂ 𝐴. Отже, 𝐴 – 𝑔 -допустима пiдгрупа i 𝑔 ∈ 𝑁𝐴

𝐺 . 2

Наслiдок 1. Якщо скiнченна 2-група 𝐺 має недедекiндову норму 𝑁𝐴
𝐺 абелевих нециклi-

чних пiдгруп та мiстить нормальну узагальнену групу кватернiонiв

𝐻 = ⟨ℎ1, ℎ2⟩, |ℎ1| = 2𝑛, 𝑛 > 3, |ℎ2| = 4, ℎ2
𝑛−1

1 = ℎ22, ℎ
−1
2 ℎ1ℎ2 = ℎ−1

1 ,

то ℎ2
𝑛−2

1 ∈ 𝑁𝐴
𝐺 .

Лема 5. Нехай 𝐺 – скiнченна 𝑝 -група ( 𝑝 – довiльне просте число), в якiй норма 𝑁𝐴
𝐺

абелевих нециклiчних пiдгруп недедекiндова. Якщо центр 𝑍(𝑁𝐴
𝐺 ) норми 𝑁𝐴

𝐺 циклiчний,
то елемент 𝑎 ∈ 𝑍(𝑁𝐺) , |𝑎| = 𝑝 мiститься у кожнiй циклiчнiй пiдгрупi складеного
порядку групи 𝐺 .

Доведення. Нехай 𝑎 – елемент простого порядку з центру 𝑍(𝑁𝐴
𝐺 ) норми 𝑁𝐺 . Вiзьме-

мо елемент 𝑥 ∈ 𝐺 , |𝑥| = 𝑝𝑘 > 𝑝 i припустимо, що ⟨𝑥⟩ ∩ ⟨𝑎⟩ = 𝐸 . Тодi [𝑥, 𝑎] = 1 i

⟨𝑥, 𝑎⟩ ▷ 𝐺1 = ⟨𝑥⟩𝑁𝐴
𝐺 . Оскiльки ⟨𝑥𝑝⟩ ▷ 𝐺1 ,

⟨
𝑥𝑝

𝑘−1
⟩
▷ 𝐺1 , то 𝑥𝑝

𝑘−1 ∈ 𝑍(𝐺1) .

Якщо 𝑥𝑝
𝑘−1

/∈ 𝑁𝐴
𝐺 , то для довiльного елемента 𝑦 ∈ 𝑁𝐴

𝐺 маємо ⟨𝑦⟩ ×
⟨
𝑥𝑝

𝑘−1
⟩
C 𝐺1 .

Тому

(⟨𝑦⟩ ×
⟨
𝑥𝑝

𝑘−1
⟩

) ∩𝑁𝐴
𝐺 = ⟨𝑦⟩ ▷ 𝑁𝐴

𝐺

i норма 𝑁𝐴
𝐺 дедекiндова, що неможливо. Отже, 𝑥𝑝

𝑘−1 ∈ 𝑁𝐴
𝐺 . Оскiльки 𝑥𝑝

𝑘−1 ∈ 𝑍(𝑁𝐴
𝐺 ) , то

𝑍(𝑁𝐴
𝐺 ) нециклiчний, що суперечить умовi. Отже, ⟨𝑥⟩ ∩ ⟨𝑎⟩ ≠ 𝐸 i 𝑎 ∈ ⟨𝑥⟩ .
Лему доведено. 2

Наслiдок 2. Нехай 𝐺 – скiнченна 𝑝 -група ( 𝑝 – довiльне просте число), в якiй норма
𝑁𝐴

𝐺 абелевих нециклiчних пiдгруп недедекiндова. Якщо центр 𝑍(𝑁𝐴
𝐺 ) норми 𝑁𝐴

𝐺 циклi-
чний, то група 𝐺 не мiстить абелевих пiдгруп типу (𝑝2, 𝑝2) .

Доведення. Нехай група 𝐺 та її норма 𝑁𝐴
𝐺 задовольняють умови наслiдку. Оскiльки

центр 𝑍(𝑁𝐴
𝐺 ) локально циклiчний, то за лемою 5 центральний елемент порядку 𝑝 мiсти-

ться у кожнiй циклiчнiй пiдгрупi складеного порядку групи 𝐺 , а значить, 𝐺 не мiстить
абелевих пiдгруп типу (𝑝2, 𝑝2) . 2
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Висновки
У цiй статтi ми продовжуємо дослiджувати вплив обмежень, яким задовольняє нор-

ма 𝑁𝐴
𝐺 абелевих нециклiчних пiдгруп групи, на властивостi самої групи. У якостi таких

обмежень обирається недедекiндовiсть норми 𝑁𝐴
𝐺 та розглядаються загальнi властивостi

скiнченних 𝑝 -груп, в яких вказана норма недедекiндова.
Як показали нашi попереднi дослiдження, вибiр такого обмеження на норму абелевих

нециклiчних пiдгруп у багатьох випадках дозволяє досить точно охарактеризувати саму
групу. Зокрема, було дослiджено досить широкi класи локально скiнченних 𝑝 -груп, в яких
норма 𝑁𝐴

𝐺 недедекiндова (нескiнченнi локально скiнченнi 𝑝 -групи та скiнченнi 𝑝 -групи,
центр яких нециклiчний).

Значно складнiшим виявилося питання про повну характеризацiю скiнченних 𝑝 -
груп, якi мають недедекiндову норму абелевих нециклiчних пiдгруп та циклiчний центр.
Остаточна вiдповiдь на нього ще й досi залишається вiдкритою.
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SUMMARY
In this paper the finite p-groups, in which the norm of Abelian non-cyclic subgroups is Non-
Dedekind one, are considered. There were defined the series of general properties of such groups.
It was proved that the finite p-group, in which the norm of Abelian non-cyclic subgroups is
non-Dedekind and doesn’t contain the Abelian non-cyclic subgroups, also doesn’t contain such
subgroups.
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О КОНЕЧНЫХ 𝑝 -ГРУППАХ С НЕДЕДЕКИНДОВОЙ НОРМОЙ
АБЕЛЕВЫХ НЕЦИКЛИЧЕСКИХ ПОДГРУПП

РЕЗЮМЕ
В статье рассматриваются конечные 𝑝 -группы, в которых норма абелевых нециклических
погрупп недедекиндова. Установлен ряд свойств таких групп. Доказано, что конечная 𝑝 -
группа, в которой норма абелевых нециклических подгрупп недедекиндова и не содержит
абелевых нециклических подгрупп, также не содержит таких подгрупп.

Ключевые слова: 𝑝 -группа, недедекиндова подгруппа, центр группы, обобщенные
нормы группы, норма абелевых нециклических подгрупп группы
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