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РЕЗУЛЬТАТЫ НОВЫХ ИССЛЕДОВАНИЙ ПО ИЗГИБУ  
МНОГОСВЯЗНОЙ АНИЗОТРОПНОЙ ПЛИТЫ 

 
 
С помощью новых представлений комплексных потенциалов теории изгиба анизотропных плит даны реше-

ния задач об изгибе плиты с эллиптическими контурами под действием изгибающих моментов на контурах или рас-
пределенных усилий по основанию. Для нахождения общих представлений функций используются конформные 
отображения, разложения функций в ряды Лорана и по полиномам Фабера, для удовлетворения граничным услови-
ям в случае односвязных областей – метод рядов, для многосвязных областей – обобщенный метод наименьших 
квадратов. Численными исследованиями изучено влияние геометрических и физико-механических характеристик 
плиты на значения изгибающих моментов. В случае распределенных усилий по основанию плиты показано суще-
ственное отличие получаемых результатов от известных данных других авторов. 
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ная форма граничных условий, обобщенный метод наименьших квадратов 

 
 
Несмотря на большую потребность решения практических задач для тонких многосвязных анизо-

тропных плит, находящихся в условиях изгиба, до сих пор в этом направлении исследований выполнено 
недостаточно. Для решения таких задач С. Г. Лехницким [1] были введены комплексные потенциалы 
теории изгиба анизотропных плит, решена задача об изгибе бесконечной плиты с эллиптическим отвер-
стием. В дальнейшем эти функции были использованы для решения задачи об изгибе опертой по контуру 
анизотропной сплошной эллиптической плиты [2], получены некоторые результаты для плиты с двумя 
эллиптическими отверстиями [3], эллиптической плиты с эллиптическим отверстием [4–6], для много-
связных анизотропных [7, 8]. 

В статье [9] исследованы общие свойства комплексных потенциалов, получены их общие пред-
ставления для конечной и бесконечной многосвязной области, исследованы их логарифмические особен-
ности, их поведение в окрестности бесконечно удаленной точки. В данной работе с использованием ре-
зультатов последней статьи даны решения ряда задач, проведены численные исследования, исследована 
достоверность получаемых результатов и их согласование с известными. 

1. Основные соотношения для комплексных потенциалов. Рассмотрим тонкую анизотропную 
плиту постоянной толщины 2h , имеющую в каждой точке плоскость упругой симметрии, параллельную 
срединной плоскости. Отнесем плиту к прямоугольной системе координат Oxyz , плоскость Oxy  кото-

рой совместим со срединной плоскостью плиты. Пусть срединная плоскость плиты занимает конечную 
многосвязную область S , ограниченную контурами lL , которые загружены внешними воздействиями в 

виде поперечных усилий и моментов или жестко подкреплены.  
Определение напряженно-деформированного состояния рассматриваемой плиты сводится к 

нахождению комплексных потенциалов изгиба ( )k kW z  из соответствующих граничных условий. После 

нахождения этих функций основные характеристики изгиба плиты (прогиб, углы поворотов, моменты, 
перерезывающие силы) вычисляются по формулам [9, 10] 
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где  0 ,w x y  – частное решение неоднородного дифференциального уравнения 
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k  – корни характеристического уравнения 
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Производные комплексных потенциалов ( )k kW z  на контурах плиты удовлетворяют определен-

ным граничным условиям. Если контур lL  загружен или жестко подкреплен, то граничные условия 

имеют вид [9] 
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в случае подкрепленного контура  
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lс  – вещественная, 1lc , 2lc  – комплексные постоянные; *( )w s ,  **
nw w n    − заданные на контуре 

lL  значения прогиба и ее производной по нормали. 

В общем случае функции ( )k kW z  имеют вид [9] 
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в котором klA , klB  – постоянные, вычисляемые из решения систем 
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lP  – главный вектор приложенных к lL  поперечных сил; xlM , ylM  – компоненты главного момента, 

относительно начала координат, внешних воздействий, распределенных по контуру lL ; klz  – точки, 

соответствующие при аффинных преобразованиях  

k kz x y                                                                                  (1.16) 

произвольным точкам lz  внутри контуров отверстий lL ;  0k kW z  – функции, голоморфные в много-

связных областях kS , ограниченных контурами klL , соответствующими при аффинных преобразовани-

ях контурам lL . Исходя из приведенных соотношений, приведем решения конкретных задач. 

2. Изгиб эллиптической плиты усилиями, распределенными по верхнему 
основанию. Рассмотрим эллиптическую плиту с контуром 0L  и полуосями 0a  и 0b  

(рис. 1). Плита по верхнему основанию находится под действием равномерного давления 
интенсивности 0q . По контуру 0L  она жестко заделана.  

В данном случае функции (1.13) имеют вид  

0 0( ) ( )k k k kW z W z  ,                                                                          (2.1) 

в котором 0 0 ( )k kW z  – функции, голоморфные в односвязных областях kS , ограниченных эллипсами 

0kL , соответствующими контуру 0L  при аффинных преобразованиях (1.16). В этих областях функции 

можно разложить в ряды по полиномам Фабера [11] 
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где  n kP z  – полиномы Фабера, для которых имеют место равенства 
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0k  – переменные, определяемые из конформных отображений внешности единичных кругов 0 1k   

на внешности эллипсов 0kL  [12]: 
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В рассматриваемом случае частное решение дифференциального уравнения (1.5) выберем в виде 
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в котором 0d  − постоянная. Тогда 

 2 20
04

w
d x x y

x


 


,    2 20

04
w

d y x y
y


 


;                                         (2.6) 

   2 2 2 2
0 0 11 12 164 3 3 4xM d D x y D y x D xy        

, 

   2 2 2 2
0 0 12 22 264 3 3 4yM d D x y D y x D xy        

, 

   2 2 2 2
0 0 16 26 664 3 3 4xyH d D x y D y x D xy        

                                (2.7) 

и из (1.5) и (2.5) с учетом того, что в данном случае 0( , )q x y q , получим, что  
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На контуре диска 0 cosx a  ,   0 siny b  , где   – параметр параметрического задания эллип-

са, изменяющийся от 0  до 2 . Тогда 
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где ie   . Кроме того, 0k   . Подставляя функции (2.1) с учетом выражений (2.6), (2.8) в гранич-

ные условия (1.12) и применяя метод рядов, находим 
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Здесь ij  – символ Кронекера. Тогда функции (2.1) будут такими: 
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а для моментов (1.3) найдем 
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Были проведены численные исследования распределения изгибающих моментов в плите из мате-
риалов: КАСТ–В изотропный (материал М1) [13], дигидрофосфат аммония 4 2 4NH H PO  (М2) [14], стек-

лопластик косоугольной намотки (М3) [15, 16], сосна (М4) [10]. Коэффициенты ija  деформаций для 

этих материалов приведены в табл. 1.  
Для кругового диска в зависи-

мости от центрального угла  , от-
считываемого от положительного 
направления оси Ox , в табл. 2 с точ-

ностью до 0q  приведены значения 

изгибающих моментов nM , sM  

(возникающих от нормальных 
напряжений n  и s  на площадках, 

касательных и перпендикулярных к 

Таблица 1 

Мате- 
риал 

Постоянные материала 
11

22

a

a
 4

11 10 ,a   
1МПа  

4
22 10 ,a   

1МПа  

4
12 10 ,a   

1МПа  

4
66 10 ,a   

1МПа  

М1 72,100 72,100 -8,600 161,500 1,000 
М2 0,435 0,175 -0,115 1,150 2,486 
М3 10,000 2,800 -0,770 27,000 3,571 
М4 2,381 0,100 -0,024 1,333 23,810 
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контуру) в точках 
контура 0L , где они 

достигают макси-
мальных значений. 
Из данных табл. 2 
видно, что, чем выше 
«степень анизотро-
пии», т. е. степень 
отличия 11 22/a a  от 

1, тем больше уро-
вень концентрации 
изгибающих момен-
тов nM  (максимальное по модулю их значение), для изотропного материала, как и следовало ожидать, 

значения моментов не зависят от угла  , вблизи контура диска моменты всегда отрицательны.  
3. Изгиб эллиптической кольцевой плиты распределенными по контурам изгибающими мо-

ментами. Рассмотрим теперь кольцевую плиту, с внешним и внутренним эллиптическими контурами 0L  

и 1L , имеющими полуоси 0a , 0b  и 1a , 1b  (рис. 2). Будем считать, что центры эллип-

сов совпадают, на их контурах lL  ( 0,1)l   заданы распределенные изгибающие мо-

менты lm . 

В данном случае функции ( )k kW z  представим в виде  

0 0 0 1( ) ( ) ( )k k k k k kW z W z W z    ,                                                         (3.1) 

где 0 0( )k kW z  – функции, голоморфные внутри контуров 0kL , получаемых из 0L  аффинными преобра-

зованиями (1.16) и представимые рядами по полиномам Фабера (2.2), которые можно, как и выше, пред-
ставлять рядами Тейлора по степеням 0k kz R ; 0 1( )k kW z  – функции, голоморфны вне контуров 1kL  

соответствующих контуру 1L . Для нахождения общего вида последних функций используем конформ-

ные отображения. 

Отобразим внешность единичных кругов 1 1k   на внешности эллипсов 1kL : 

 1 1 1 1k k k k kz R m    .                                                                 (3.2) 

Здесь 

 1 1 1 2k kR a i b   ,      1 1 1 1 1k k km a i b a i b     . 

Функции 0 1( )k kW z , голоморфные вне эллипсов klL , в конформно отображенных областях будут 

голоморфными вне кругов 1 1k   и их можно разложить в ряды Лорана по отрицательным степеням 

1k . Следовательно, для комплексных потенциалов окончательно получим 

1
0 00 0

0 11

( )
n

k nk
k k k k n n

k kn

az
W z a a

R





          
 ,                                             (3.3) 

где k l na  – неизвестные постоянные. 

Окончательно функции ( )k kW z  и их производные запишем в виде 

1

0 1

( )k k kln kln
l n

W z a


 

   ,   
1

0 1

( )k k kln kln
l n

W z a


 

   ,                                      (3.4) 

в котором  

0
0

n
k

k n
k

z

R

 
   

 
,   1

1

1
k n n

k

 


,   
1

0
0

n
k

k n n
k

n z

R


  ,   

 1 1 2
1 1 1 1

k n n
k k k k

n

R m
  

  
.            (3.5) 

Для определения постоянных k l na  удовлетворим граничным условиям на контурах кольца, кото-

рые будем использовать в дифференциальной форме. Продифференцировав условия (1.11) по дуге кон-
тура, найдем [19] 

Таблица 2 

 , рад 
Материал 

М1 М2 М3 М4 М1 М2 М3 М4 

 Моменты nM  Моменты sM  

0  -0,125 -0,077 -0,064 -0,012 -0,015 -0,050 -0,017 -0,003 
/12  -0,125 -0,080 -0,064 -0,018 -0,015 -0,055 -0,028 -0,016 
/ 6  -0,125 -0,092 -0,074 -0,042 -0,015 -0,064 -0,048 -0,042 
/ 4  -0,125 -0,116 -0,105 -0,099 -0,015 -0,068 -0,058 -0,055 
/ 3  -0,125 -0,149 -0,156 -0,181 -0,015 -0,064 -0,048 -0,042 

5 /12  -0,125 -0,179 -0,206 -0,259 -0,015 -0,055 -0,028 -0,016 
/ 2  -0,125 -0,191 -0,227 -0,290 -0,015 -0,050 -0,017 -0,003 

0
L

1
L

y

x

Рис.2 
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2

1
1

2Re ( )kli k k k li
k

g W t f


   ( 1, 2)i  ,                                                 (3.6) 

где 

k
k

dz

ds
  ,   11l l l

dy dx
f m c

ds ds
   ,   21l l l

dx dy
f m c

ds ds
   ;                                (3.7) 

Граничным условиям будем удовлетворять обобщенным методом наименьших квадратов [11, 17, 

18]. Для этого на контурах плиты выберем набор точек mt   1,m M , в которых удовлетворим услови-

ям (3.6), получим 
1 2

1
0 1 1

2Re ( )kli k kln klm kln li
l k n

g t a f


  

    ( 1, 2)i  .                                  (3.8) 

Эту систему дополним уравнениями однозначности прогиба [9] для контура 1L : 

2

11 1
1

2Re 0k k
k

ia R


 .                                                          (3.9) 

После нахождения решения системы (3.8), (3.9) с использованием метода сингулярного разложе-
ния постоянные klna , а следовательно и функции ( )k kW z , будут известными и по ним можно вычислять 

изгибающие моменты (1.3). 
Для кругового кольца из материалов М1 и М4 при действии моментов 0m  на внешнем контуре и 

незагруженном внутреннем контуре в зависимости от центрального угла   и значения отношения 1 0/a a  

в табл. 3 с точностью до 0m  приведены 

значения моментов sM , в точках кон-

туров 0L , 1L , где они достигают мак-

симальных значений. Для изотропного 
материала М1 значения моментов не 
зависят от угла  . Видно, что с увели-

чением отношения 1 0/a a  (с уменьше-

нием ширины кольца) значения изги-
бающих моментов резко возрастают, 
приближаясь к одинаковым значениям. 
Влияние «степени анизотропии» для 
рассматриваемой задачи значительно 
меньше, чем в задаче о диске при дей-
ствии давления по основанию.  

Заметим, что полученные результаты достаточно хорошо согласуются с найденными в работе [4], 
где для удовлетворения граничным условиям использовался метод рядов. Но там рассмотрены лишь слу-
чаи, когда радиус отверстия мал ( 1 0 0,2a a  ) и поэтому влияние отверстия на значения моментов око-

ло внешнего контура незначительно (см. табл. 3 при 1 0 0,1a a  ).  

4. Изгиб эллиптической кольцевой плиты под действием равномерного давления по основа-
нию. Пусть рассмотренная в предыдущем пункте плита по контуру 0L  жестко заделана, по контуру 1L  

свободна или жестко подкреплена, по верхнему основанию она загружена равномер-
ным давлением интенсивности 0q  (рис. 3). 

В данном случае функции ( )k kW z  и их производные имеют вид (3.4). 

Выберем частное решение дифференциального уравнения (1.5) в виде (2.5). На 
основе (2.5), (1.7), (1.11), (2.7) находим 

 
0

( ) 0
s

l lf s p s ds  ; 

   0 0 11 12 66 16 268 3 2 3xN d D D D x D D y        , 

Таблица 3 
Мате- 
риал 

 , рад 

1 0/a a  

0,1  0,5  0,9  0,1  0,5  0,9  

0L  1L  

М1 0  1,020 1,666 9,526 2,021 2,667 10,527 
М4 0  1,006 1,263 7,512 4,578 5,649 13,620 

/12  1,007 1,285 8,342 3,144 3,952 11,718 

/ 6  1,008 1,374 9,599 1,728 2,324 10,142 

/ 4  1,011 1,599 9,973 1,414 2,025 9,972 

/ 3  1,021 1,841 9,944 1,406 2,074 10,049 

5 /12  1,033 1,874 9,887 1,434 2,139 10,114 

/ 2  1,030 1,858 9,866 1,446 2,162 10,137 

y

x

Рис. 3 
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   0 0 16 26 12 66 228 3 2 3yN d D D x D D D y        ; 

   2 2
01 0 11 22 66 16 26 16( ) 4 2 3 3 2 3 2

dx
f s d xy D D D x D D y D

ds
           

 

   2 2 2 2
11 12 163 3 4

dy
D x y D y x D xy

ds
         

, 

   2 2 2 2
02 0 12 22 26( ) 4 3 3 4

dx
f s d D x y D y x D xy

ds
            

 

   2 2
11 22 66 26 16 262 3 3 2 2 3

dy
xy D D D x D y D D

ds
         

; 

   0 0 11 12 66 16 268 3 2 3n
dy dx dy

N d D D D x D D x y
ds ds ds

           
 

 

 12 66 222 3
dx

D D D y
ds

   


, 

    2 2
0 0 11 22 16 26

1
24

2xyN d xy D D D D x y
       
 

. 

Для определения постоянных k l na  удовлетворим граничным условиям на контурах кольца, кото-

рым будем удовлетворять в дифференциальной форме (3.6). Причем для данной задачи 

 11 01l l lf f s m dy ds c dx ds   ,    21 02l l lf f s m dx ds c dy ds    ;                  (3.10) 

для загруженного контура; 
2 2

0 0
11 2l

w wdx dy
f

ds x y dsx

 
  

 
,   

2 2
0 0

21 2l
w wdx dy

f
x y ds dsy

 
  

  
;                                 (3.11) 

для жестко подкрепленного контура.  
Дальнейшие рассуждения проводятся по аналогии с предыдущим параграфом. 
Для кругового кольца с неподкрепленным и неза-

груженным внутренним контуром и жестко заделанным 
внешним контуром в зависимости от центрального угла   

и отношения 1 0/a a  с точностью до 0q  в табл. 4 и табл. 5 

приведены значения моментов nM  и sM  соответственно. 

При этом на контуре отверстия 0nM  , поэтому в табл. 4 

даны их значения только для контура 0L . Для изотропного 

материала М1 значения моментов не зависят от угла   и 
поэтому они в таблицах приведены только для 0  . Вид-

но, что с увеличением отношения 1 0/a a  (с уменьшением 

ширины кольца) значения изгибаю-
щих моментов sM  по модулю 

уменьшаются.  
В табл. 6 приведены результа-

ты, аналогичные данным табл. 4, 5, 
когда внутренний контур кольца 
жестко подкреплен. Как и ранее, 
кольцо загружено равномерно рас-
пределенными по верхнему основа-
нию усилиями интенсивности 0q . 

Видно, что с увеличением отношения 

1 0/a a  (с уменьшением ширины 

кольца) значения изгибающих момен-
тов sM  по модулю уменьшаются. 

Таблица 4 

Мате- 
риал 

 , рад 1 0/a a  

0,1  0,5  0,9  

М1 0  -0,127 -0,134 -0,045 
М4 0  -0,012 -0,014 -0,045 

/12  -0,018 -0,022 -0,058 
/ 6  -0,042 -0,056 -0,079 
/ 4  -0,099 -0,146 -0,064 
/ 3  -0,185 -0,249 -0,035 

5 /12  -0,265 -0,240 -0,015 
/ 2  -0,294 -0,201 -0,009 

Таблица 5 

Мате- 
риал 

 , рад 
1 0/a a  

0,1  0,5  0,9  0,1  0,5  0,9  

0L  1L  

М1 0  -0,015 0,060 -0,005 0,135 -0,016 0,002 

М4 0  -0,003 -0,003 -0,011 0,400 0,351 0,105 
/12  -0,016 -0,019 -0,052 0,331 0,223 0,010 
/ 6  -0,042 -0,056 -0,079 0,186 0,054 -0,026 
/ 4  -0,056 -0,082 -0,036 0,090 -0,008 -0,007 
/ 3  -0,043 -0,058 -0,008 0,045 -0,015 -0,001 

5 /12  -0,016 -0,015 -0,001 0,025 -0,009 0,000 
/ 2  -0,003 -0,002 0,000 0,019 -0,006 0,000 
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Заметим, что наши ре-
зультаты значительно отлича-
ются от ранее полученных [7]. 
Так, если рассматривать как в 
указанной работе, эллиптиче-
ское кольцо, для которого 

0 0 0,4b a  , 1 0 0,2a a  , 

1 0 0,1b a  , то значения мо-

ментов nM  в точках внешнего 

контура при углах  , равных 
0 , / 4 , / 2 , по нашему ре-
шению получаются такими: 
-0,0686, -0,0250, -0,0363, тогда 
как в работе [7] они соответ-
ственно равны: 0,1948, 0,3508, 
1,0476. Для тех же размеров 
значения моментов sM  по 

нашему решению такие: 
-0,0018, -0,0305, -0,0115, а в 
работе [7] приведены значения: 
0,0056, 0,4263, 0,3325. Расхож-
дения наших результатов с 
данными работы [7] для точек 
внутреннего контура еще более 
значительные. Эталоном для 
изучения достоверности ре-
зультатов могут служить числовые значения величин по точному аналитическому решению задачи об 
изгибе сплошного эллиптического диска, на основе которого для моментов получены выражения (2.11). 
Для случаев малых отверстий в кольце, когда их влиянием около внешнего контура можно пренебречь, 
значения моментов в точках внешнего контура должны быть такими же, как и в задаче о сплошном эл-
липтическом диске. Значения моментов nM  и sM  в сплошном диске, вычисленные по формулам (2.11) 

для указанных выше  , равных 0 , / 4 , / 2 , получаются такими: -0,0714, -0,0274, -0,0368 и -0,0019, 
-0,0334, -0,0116. Как видно, эти значения хорошо согласуются с приведенными выше (-0,0686, -0,0250, 
-0,0363 и , -0,0018, -0,0305, -0,0115) для сравнительно небольшого отверстия ( 0 0 0,4b a  , 1 0 0,2a a  , 

1 0 0,1b a  ), а не с данными работы [7]. 
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РЕЗЮМЕ 

За допомогою нових уявлень комплексних потенціалів теорії вигину анізотропних плит дані рішення задач 
про вигин плити з еліптичними контурами під дією згинальних моментів на контурах або розподілених зусиль по 
основі. Для знаходження загальних уявлень функцій використовуються конформні відображення, розкладання фун-
кцій в ряди Лорана і за поліномами Фабера, для задоволення граничним умовам у разі однозв'язних областей – метод 
рядів, для багатозв'язних областей – узагальнений метод найменших квадратів. Чисельними дослідженнями вивчено 
вплив геометричних і фізико-механічних характеристик плити на значення згинальних моментів. У разі розподіле-
них зусиль по основі плити показано істотну відмінність одержуваних результатів від відомих даних інших авторів. 

Ключові слова: анізотропна тонка плита, плита з отвором, комплексні потенціали, диференціальна форма 
граничних умов, узагальнений метод найменших квадратів. 

SUMMARY 

With the help of new representations of complex potentials of the bending theory of anisotropic plates has given the 
solutions of bending plate problems with elliptical contours under the action of bending moments on the contours or distrib-
uted efforts on base. To find the common representations of functions are used conformal mapping, expansions of functions 
in Laurent series and by Faber polynomials, to satisfy the boundary conditions in the case of simply connected domains - 
series method, for multiply connected domains – generalized least-squares method. Numerical researches investigated the 
influence of geometrical and physical- mechanical characteristics of the plate on the values of the bending moments. In the 
case of dispersed efforts onto the base of the plate it is shown a significant difference of the obtained results from the known 
data of other authors. 

Keywords: anisotropic thin plate, a plate with an aperture, the complex potentials, differential form of the boundary 
conditions , the generalized least-squares method. 


