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РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ ДЛЯ ДВУХ КОМПЛАНАРНЫХ ТРЕЩИН  
В СОСТАВНОМ ТРАСВЕРСАЛЬНО-ИЗОТРОПНОМ ПРОСТРАНСТВЕ 

 
 

Построено  решение осесимметричной задачи теплопроводности для кусочно-однородного трансверсально-
изотропного пространства содержащего две расположенных параллельно плоскости соединения сред, компланарные 
круговые термоактивные (на которых задана температура или тепловой поток) трещины, в трехмерной постановке. 
Получены распределения температур в зависимости от теплофизических свойств материалов и расстояния от тре-
щин до границы соединения полупространств. 

Ключевые слова: теплопроводность, кусочно-однородное трансверсально-изотропное пространство, термоак-
тивная трещина, двумерные сингулярные интегральные уравнения. 

 
 
Введение. Проблемы термоупругости в двухсвязных телах, находящихся под действием тепловых 

нагрузок, часто возникают в различных технических задачах. Наличие границы соединения материалов с 
разными коэффициентами теплопроводности приводит к появлению существенной неоднородности в 
распределении температурных полей вблизи границы, а присутствие различных тонких термоизолиро-
ванных или термоактвных трещин (включений), на которых, заданы температура или тепловой поток, 
вносит дополнительный вклад в эту неоднородность (обуславливает возрастание в их окрестности тем-
пературных градиентов и напряжений). 

 Неоднородность тепловых полей порождает неоднородность деформаций и напряжений в двух-
связных материалах, что в свою очередь может быть причиной появления новых дефектов и распростра-
нения уже имеющихся. Поэтому важно исследовать влияние взаимодействия неоднородностей и границ 
раздела материалов под действием тепловых и механических нагрузок на распределение тепловых полей 
и деформаций, чтобы понять качественную картину происходящего процесса. 

Задача о распределении температуры  и напряжений в полупространстве, с двумя параллельными 
круговыми трещинами рассмотрена в [1, 2]. В [3] была решена задача теплопроводности для системы 
параллельных термоактивных включений центры которых лежат соосно в параллельных плоскостях и 
компланарных, лежащих в одной плоскости с центрами на одной прямой.   

При исследовании напряженного состояния составных тел с термоактивными или термоизолиро-
ванными трещинами, определение температурного поля по заданной на трещине температуре или тепло-
вому потоку имеет как самостоятельное значение, так и вспомогательное, как первый этап решения не-
связанной задачи термоупругости.  

В работе [4] рассмотрена задача теплопроводности для межфазной круговой и кольцевых трещин. 
В данной работе построено решение осесимметричной задачи теплопроводности, для кусочно-
однородного трансверсально-изотропного пространства, содержащего две расположенных параллельно 
плоскости раздела сред коллинеарные круговые термоак-
тивные трещины (на которых задана температура или 
тепловой поток), в трехмерной постановке. 

Постановка задачи стационарной термоупруго-
сти. Рассмотрим неоднородное пространство, состоящее 
из  двух различных трансверсально-изотропных полупро-
странств, полностью сцепленных в плоскости 3 0x  . В 

каждом из полупространств в плоскостях 3x h  име-

ются две теплоактивные круговые трещины, занимающие 

области   : 0 ,  0 2r a        (рис. 1). 

Введем следующие обозначения 

    1,6
, , , , , , , ,k z yz xzk

x y z u v w   


 v  

Компоненты вектора v  при 3 0x  ,  1 2,x x   

согласно [5], удовлетворяют следующей системе диффе-
ренциальных уравнений: Рис.1 
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2 13 1 23 2 33 3c c c       ,      3 3θ θj j jx x      . 

Первый этап решения стационарной задачи термоупругости состоит в определении температурно-
го поля T , и заключается в решении задачи теплопроводности при заданных граничных условиях. 

Постановка задачи теплопроводности. Рассмотрим на берегах трещины следующие варианты 
условий. На обеих трещинах задана температура (задача  ): 

            0 1 2 1 1 2 1 2 0 1 2 2 1 2 1 2, , 0 , ,   ,   , , 0 , ,   ,x x h T x x x x x x h T x x x x  
       . (1) 

На верхней трещине задана температура, а на нижней тепловой поток (задача  ): 

            0 1 2 1 2 1 2 3 1 2 1 2 1 2, , 0 , ,   , ,  , , 0 , ,   ,x x h T x x x x x x h q x x x x  
       . (2) 

Здесь введены следующие обозначения    1 2 30,3
, , , ,n n

T q q q


 ζ , где T  – температура, iq  – компо-

ненты вектора теплового потока q . 

Построение разрывного решения задачи стационарной теплопроводности для составного 

трансверсально-изотропного пространства. Компоненты вектора ζ  при 3 0x  ,  1 2,x x    удо-

влетворяют следующей системе дифференциальных уравнений [6]: 

      
3

0
1

0,   0,    1,2,3,i i i i i
i

i   


     x x x , (3) 

где    3 3θ θ ,  1,3i i ix x i       ,  θ x  – функция Хевисайда, ,i i    – коэффициенты теплопро-

водности, для верхнего 3 0x   и нижнего 3 0x   полупространства соответственно. Полное сцепление 

полупространств обеспечивают условия непрерывности 

      1 2 1 2 1 2, , , 0,   0,3k k kx x x x x x k  

    .  (4) 

На трещинах будем считать заданными скачки (или суммы) температуры и теплового пото-

ка: ,( )
k k 



  


 , 

    1 2 1 2, , 0 , , 0 0,   0,3f f x x h f x x h k


  


      .  (5) 
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Сведём систему (3) к одному уравнению и следуя работе [7] перейдем в пространство обобщенных 
функций 3( )  , получим 

          
1

2 2 2 2 1 3
1 2 3 0 3 0 0

0

,  ,  k k

k

f f    



 

 

             x  ,  (6) 

где 2
1 3   ,    2 2 2

3 3θ θ        ,     обобщенная функция Дирака, сосредоточенная на 

поверхности  . 

Фундаментальным решением задачи (6) для составного трансверсально-изотропного простран-
ства, будем называть функцию 0 ( , ) x ς  из 3( )  , если она удовлетворяет следующей краевой задаче. 
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   
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  (7) 

После применения к (7) трехмерного преобразования Фурье, проблема нахождения функции  0 , x ς  

сведена к задаче Римана в 3( )  : 

 

   
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3

0
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k
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p x i i i i e
  

     

      

   

 



    
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  (8) 

Используя, результаты работы [8] , запишем решение задачи (8) в виде 

 
 
 

 
 

0 0 0
1 2 3

0 *1 1
0 0 *

0
0 0

,    
, , , ,
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k i x i x i x

k k

i i e
e e

p p
    

     
 

 
 

 
      .  (9) 

Выразив неизвестные функции 0
0k  через скачки (4) и применив обратное преобразование Фурье, ис-

пользуя известную формулу [9] 

      2 2 2 2
0

0

1

2
i x i yF e dxdy tF t J t x y dt  



  


 

     , 

получим явное выражение для ,   0,3j j  : 

          0 0 0
3 3, θ , θ , , 0,3j j jx x j      x x x x x x ,  (10) 

где 
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1 1
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Полученное выражение для 0( , ) ( 0,3)j j x x , позволяет решение краевой задачи (3)–(5) в про-

странстве 3( )   записать  в следующем виде 
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          3 3θ θ , 0,3j j jx x j      x x x ,  (11) 
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 
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12 0 3 3 0 33 1 1
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,

x x
b d d    





     


 

  
     
   

x x x x x 


  
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1
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2
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
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 


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

       
   

x x x x



   
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
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           
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1 1 1
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 
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
 

 
     


    

  
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 x x x x
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     
 0, 0 0 2 2
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1
sgn ,       , 2,3.j

jx x d r z j 
 




     


x x 


 

Выполнив предельный переход 3x h ,получим суммы физических величин 

         2,0 0 0 0 0
0 11 3 12 0 11 33

2, 2, 3,

1 1 1 1
,

z
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

      

   

         
    

 x x x x x x x



 


  
 

     
1
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12 0 3 03
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1 1
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z
b d d

r

 
   





    





  


x x x x x  







 

      
2 2 2

3, 3,1 0 0 1 03
3 21 3 22 03 5 3

3, 3, 3,

3

2

z z
b b d

  
    




        



        
     

x x x x



    
 

  

 


  
  (12) 

       
2 1
2,0 0 0 0 02

21 3 22 0 3 03 5 3 3
2, 2, 2, 0

3
2 ,

zz
b b d d

r

  
   

 

 
       

   

                    
 x x x x x x




  
 

где 2 2
, 0 , 2,3,j jr z j    0,

2, 32 ,z x 
  0,

3, 3z h x  
   . 

Сведение поставленных задач к интегральным уравнениям и их решение. Используя соотно-
шения (11) и граничные условия (1) и (2), поставленные задачи сведем к системам двумерных сингуляр-
ных интегральных уравнений. Для задачи   система будет иметь следующий вид 

 

       

       
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r

b
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r

   

   

 

 


   
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   


  

 
   

  

 
   

  

 

 

x x x x x x x

x x x x x x x

 

 

  (13) 

Для задачи   следующий вид 
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     

1
3,0 1 0 011

3 12 0 3
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2 1
3, 2,0 0 0 021

3 0 223 5 3 3
3, 2, 2, 0 3

1
2 ,

3 4
.

zb
d b T

r

z z qb
d b d

r

 
   

    
 

 

 


     


  

 
       


    

 
   

  

  
          

 

 

x x x x

x
x x x x



 

 

  

  (14) 

Воспользовавшись  формулами 2.12.8  из [10], получим следующие соотношения 
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   
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,
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2
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, ,0
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,   , 0,1,   

3
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t zk
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j

t z j

j j

J tr t e J tr dt k
r

z
t e J tr dt j

 





 






   

 

  

  

 





 



 

  (15) 

используя которые, перейдем  в системах (13), (14) к полярным координатам и применив конечное преоб-
разование Фурье и теорему о свертке [9], а так же формулы интегрирования и дифференцирования функ-
ций Бесселя [11] и соотношение (2.12) из [12] получим следующие системы интегральных уравнений. 
– Для задачи  : 
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               

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 (16) 

– Для задачи  : 
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    
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
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

 
  (17) 

где 

          ,, , ,
, , ,

0 0

1
, ,   , ,   ll l l

a
t zv h v h v h v

n n jn n n jn n n l n n lW W r d W r h t J rt J t dt h e       


   


          


,

         , , ,

0 0

1
, ,   , ,

a

n n jn n n jn n n n nW W r d W r J rt J t dt       



         

       1
, ,   ,

2
in in

jn j j jn

n

e d e


 



          



    



    ,    0 0
n n

n n            . 

 Если на дефектах заданы постоянные значения температуры и теплового потока:  1 2,k kT x x T  , 

1,2k  (задача  );  1 2,T x x T ,  1 2,q x x q ,(задача  ) то системы (15) и (16) будут иметь ненуле-

вые решения только при 0n  . Их решения  будем разыскивать в виде рядов по полиномам Якоби 

( y a ) [13].  

            1 2 1 22 1, 1 2 2 2 1, 1 2 2
0 3

0 0

1 1 2 ,   1 1 2 .m m m m
m m

y y y P y y y P y   
 

      

 

         (18) 

Используя стандартную процедуру метода ортогональных многочленов, сводим системы инте-
гральных уравнений (16), (17) к  бесконечной системе линейных алгебраических уравнений 

 

1
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, ,
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b b f k
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 
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 
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
 
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
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

 

 
  (19) 

Коэффициенты  в системе (19) для задачи    имеют следующий вид: 
3, 2,

, 11 , 11 , , 11 , 11 ,,  ,   ,   ,  k m k k m k m k m k m k m ka b A a b q b b b b g A            
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 . 

для задачи   следующий: 2,11
, ,1

2
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b
a g A
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,
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
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Система (19) решалась методом редукции, для которого доказана сходимость. 
В результате с помощью разрывного решения (10) получены формулы для определения поля темпе-

ратур в окрестности трещин, которые для задачи   имеют следующий вид: 
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
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  (20) 

для задачи  следующий вид: 
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где  

     ,, 1 2
3 2 1 2 01 2

0

1
, ,   

2
lt z

l mW x x e t J t J xt dt x r a





 

   . 

Численные результаты и выводы. На основании формул (20), (21) были проведены численные 

исследования распределения температуры T в зависимости от расстояния h  до границы соединения 

сред. На рис. 2, 3 получены распределение температар при 3h a  , на рис. 4, 5 при 5, 3h a h a   , 

на рис. 6, 7  при 7 , 7h a h a   . Вычисления проведены при следующих значениях коэффициентов 

теплопроводности 1 247,04 ,Вт м гр    3 194,95 ,Вт м гр    1 107,08 ,Вт м гр    

3 79,256 Вт м гр   , и для задачи   заданных на поверхности трещин значений температур 

  0
1 2, 60kT x x  1,2k   (рис. 2, 4, 6), для задачи   значения температуры   0

1 2, 60T x x   и теплового 

потока  1 2, 600q x x Вт  (рис. 3, 5, 7). 
 

Рис. 2 Рис. 3 
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Рис. 4 
 

Рис. 5 

Рис. 6 Рис. 7 
 

Результаты вычислений показывают, что значение температуры для задачи   примерно на 30 % 
выше чем для задачи  . При сближении трещин (рис. 4–7) наблюдаются уменьшение температуры, как 
вблизи трещины, так и на удалении от неё. Так же проведенные исследования показывают, что на рас-
пределение температурных полей существенное влияние оказывает плоскость соединение материалов, 
особенно это заметно для задачи   (рис. 3, 5, 7) . 
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РЕЗЮМЕ 

Побудовано розв'язок вісесиметричної задачі теплопровідності для кусково-однорідного трансверсально-
ізотропного простору, що містить дві розташованих паралельно площині з'єднання середовищ компланарні кругові 
термоактивні (на яких задана температура або тепловий потік) тріщини, в тривимірній постановці. Отримано розпо-
діл температур залежно від теплофізичних властивостей матеріалів та відстані від тріщин до границі з'єднання півп-
росторів. 

Ключові слова: теплопровідність, кусково-однорідний трансверсально-ізотропний простір, теплоактивна трі-
щина, двовимірні сингулярні інтегральні рівняння. 
 
SUMMARY 

The solution of the axisymmetric problem of heat conduction for a piecewise-homogeneous transversely isotropic 
space containing two arranged parallel to the plane of compound medium coplanar circular thermoactive (on which the is 
given by the temperature or heat flux) cracks in three-dimensional setting. Distributions of the temperature depending on the 
thermal properties of materials and the distance from the cracks to the border  joint of  the half-space. 

Keywords: thermal conductivity, piecewise-homogeneous orthotropic space, thermoactive crack, two-dimensional 
singular integral equations. 

 


