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Побудовано асимптотичний розв’язок нелінійної сингулярно збуреної системи диференціальних рівнянь із 
запізненням. 

Ключові слова: задача Коші, сингулярно збурена система диференціальних рівнянь, асимптотичний розв’язок, 
змінне запізнення. 
 
 

Вступ. Сингулярно збурені системи диференціальних рівнянь із запізненням вивчаються в різних 
напрямках. Так в [1] пропонуються методи асимптотичного інтегрування лінійних сингулярно збурених 
систем із запізненням, а в [2] метод кроків з [1] застосовується до лінійних інтегро-диференціальних сис-
тем рівнянь з сталим запізненням і виродженою матрицю при похідній. Питання існування розв’язку і 
обґрунтування методу усереднення для багаточастотних крайових задач з сталим запізненням для сингу-
лярно збурених систем вивчалися в [3]. В [4] досліджуються питання існування інтегральних многовидів 
в лінійних сингулярно збурених диференціально-різнецевих рівнянях. За допомогою примежових функ-
цій в [5] інтегруються нелінійні диференціально-різнецеві рівняння з малим запізненням. Самі проміжко-
ві функції задовольняють автономну нелінійну систему диференціальних рівнянь або лінійну неоднорід-
ну систему диференціальних рівнянь. 

В даній статті розглядається нелінійна сингулярно збурена система диференціальних рівнянь з 
змінним запізненням. Будуються асимптотичні розв’язки, вигляд яких залежить від кратності коренів 
характеристичного рівняння і метод дає можливість в явному вигляді записати потрібну кількість на-
ближень розв’язку. Пропонується спосіб побудови асимптотичного розв’язку задачі Коші нелінійної си-
нгулярно збуреної системи диференціальних рівнянь із змінним запізненням у випадку простих коренів 
характеристичного рівняння. 

Асимптотичний розв’язок. Розглянемо систему диференціальних рівнянь вигляду 
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Теорема. Якщо виконуються умови 1-3, то формальний розв’язок задачі Коші (1), (2) має вигляд 
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де ),(),,,( εεε tutv i  – n - вимірні вектори, ),,( εεti∏ - скалярні функції, які мають розвинення 
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( , , )i t ε ε∏  задовольняють диференціальні рівняння 
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),(),( εξλ tt isi  – скалярні функції. 
Доведення. Скориставшись (3), (4) розвинемо за степенями параметра ε  вектор 

=∆−∏∆−+∆−∏+∑ ∑
= =

)),,),(()),((),),((),,,(),(),,(,(
1 1

n

i

n

i
iiii ttttuttvttutvtf εεεεεεεεεεεεεε  

∑ ∑
∞

=

−

=
− +∆−′+∆−=

0

1

0
0000 )())(((),(,(())((),(,((

α

α
αα

α εεε
s

ssx tvttvtvtfttvtvtf  

∑ ∑
=

−

−−

=
−−− +∆−∆−′+∏+

n

i
s

s

j
syjsiij ttvttvtvtfttu

1

1

1
001, )),(()))(((),(,()),()( εεεε α

α
α  

∑ ∑
=

−−

=
−−− ++∆−∏∆−+

n

i

s

j
jsiij etgtgttttu

1

1

1
211, )),,(),())),(())((

α
ααα εεεε                             (6) 

де 1 1 2 2 1 1( , ) ( , ( ), ( ( ))), ( , ) ( , ( ), ( ( )), ( , ), ( ( ))l l l l l lg t g t v t v t t g t g t v t v t t p t p t tα α α αε ε ε ε ε ε= − ∆ = − ∆ − ∆  – 
многочлени степеня α  відносно вказаних аргументів, причому другий многочлен не містить одночлена 
нулевого степеня відносно аргументів 1 1 1( , ), ( ( ), )( 1, , 0, 2);l lp t p t t l lε ε ε α α− ∆ = = −  під 1( , )lp t ε  ро-

зуміють аргументи вигляду , 1 1( ) ( , )( 0, ),ij i l ju t t j lε−∏ =  а під 1( ( ), )lp t tε ε− ∆  розуміємо аргумент ви-

гляду (iju t − , 1( )) ( ( ), ).i l jt t tε ε ε−∆ ∏ − ∆  Підставляючи (3)-(6) в (1) і зрівнюючи вирази, які містять 

( , , ), ( ( ), , ),i it t tε ε ε ε ε∏ ∏ − ∆  і які їх не містять, одержимо рівняння 

1
1

( , ) ( , ( , ) ( , ) ( , , ), ( ( ), )
n

i i
i

v t f t v t u t t v t tε ε ε ε ε ε ε ε
=

′ = + ∏ − ∆ +∑
1

( ( ), ) ( ( ), ),
n

i i
i

u t t t tε ε ε ε
=

− ∆ ∏ − ∆∑    (7) 

( )0 0 0 0
1
( ( , ( ), ( ( ))) ( ) ( ) ( ) ( , ))

n
ox i i i

i
f t v t v t t u t u t t io tε ε λ ε

=
′ − ∆ − ∏ +∑  

0 0 0 , 1 , 1
2 1

[ [( ( , ( ), ( ( )) ( ) ( ) ( ))
n

s
x i s i s i

s i
f t v t v t t u t u t tε ε λ

∞
− −

= =
′ − ∆ − +∑ ∑  

1
1 0 0 , 2 , 2 0 0 , 1 0

2
( , ( ), ( ( )) ( ) ( )) ( , ( ), ( ( )) ( )) ( , )

s
x i s i s jx i s j i

j
f t v t v t t u t u t f t v t v t t u t tε ε ε

−
− − − −

=
′ ′ ′+ − ∆ + + − ∆ ∏ +∑  

1 0 0 , 2[ ( , ( ), ( ( )) ( ( )))y i sf t v t v t t u t tε ε−′+ − ∆ − ∆ +  
1 1

, 0 0 , 1 0 , 1
2 0

( , ( ), ( ( )) ( ( ))) ( ( ), ) ( ) ( , )])
s s

j y i s j i ij i s j
j j

f t v t v t t u t t t t u t tε ε ε ε ξ ε
− −

− − − −
= =

′+ − ∆ − ∆ ∏ − ∆ + +∑ ∑  

( )
11

2 0 0 , 1 , 2
2 1 1 0

( , )]] [ , ( ), ( ( )) ( ) ( ) ( , )
s js n

s
s kx i s k j i s j ij

s j i k
g t f t v t v t t u t u t tε ε ε ε

− −∞ −
− − − − −

= = = =
′ ′+ + − ∆ + ∏ +∑∑∑ ∑  

( )
1

0 0 , 1
0

, ( ), ( ( )) ( ( ), ) ( ( ), )] 0,
s j

kx i s k j ij
k

f t v t v t t u t t t tε ε ε ε ε
− −

− − −
=

′+ − ∆ − ∆ ∏ − ∆ =∑                        (8) 



ВІСНИК ДОНЕЦЬКОГО НАЦІОНАЛЬНОГО УНІВЕРСИТЕТУ, Сер. А: Природничі науки, 2012, № 1 

Завізіон Г. В., Ключник І. Г. 15

де 

=∆−∏∆−+∆−∏+ ∑∑
==

))),(()),(()),((),,,(),(),(,(
11

11 εεεεεεεεεε ttttuttvttutvtf i

n

i
ii

n

i
 

+∆−′+∆−= −

−

=

∞

=
∑∑ )()))((),(,()))((),(,([

1

0
0000

0
tvttvtvtfttvtvtf s

s
sx α

α

α
α

α εεε  

).,())](()))((),(,(
2

100

1

1
εεεε

α
α

α
α

α

tgttvttvtvtf s
s

sy ∑∑
∞

=
−

−

=

+∆−∆−′+  

Розвинемо за степенями параметра ε  наступні функції 
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Підставляючи (4), (9), (10) в (7) і зрівнюючи коефіцієнти при однакових степенях ,ε  маємо 
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Згідно умови 2, покладемо в (11) 
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Врахувавши (3), (4) і початкову умову (2) величини ,...,1,0,,1, == snicis  однозначно знаходимо з рів-
нянь 
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Підставивши (14) в (8) і зробивши спрощення маємо рівняння 
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Підставляючи розвинення функції 
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жаному рівнянні згрупуємо вирази при степенях ε , маємо рівняння для знаходження функцій ( )isu t  
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З рівняння випливає, що ( , ) ( 0,1...)is t sξ ε =  задовольняє рівняння 

2 1
22 0 1 0 00

1 0
[ ( , ) [ ( ) ( , ) ( , ( ), ( ( ))) ( )exp( ( ) )

tn
i i i i ix

i
g t u t t f t x t x t t u t d cε ε ξ ε ε ε λ τ τ−

=
+ + − ∆ +∑ ∫  

10 0 0 2
3

[ ( , ( ), ( )) ( ) ( ) ( )] ( , )]] [ ( , )k
ix i i i k

k
f t x t x t u t u t t t g tλ ε ε ε

∞

=
′+ − ∏ + +∑  

( ) +∏−′+++ −−−

−

=
−

=
∑∑ ),()()()())(),(,(),()(),()([ 1,0001,

2

1
1,

1
0 ελεξεξ tttututxtxtfttuttu kiiiixjki

k

j
ijki

n

i
i  

22 2 2 2
1

, 2
0 0 0 0 00

( , ( ), ( ( ))) ( )exp( ( ) ) ( , ( ), (
t k s jk k s k k s

ij i i k s jsx sx
s j s j l

f t x t x t t u t d c f t x t x tε ε λ τ τ
− − −− − − − − −

−
− − −

= = = = =
+ − ∆ + −∑ ∑ ∑ ∑ ∑∫  

−′+∆− −−
=

−

=
−−−−

∆−
− ∑ ∑∫ )()))(),(,(([))(exp()()))( 1,

2

1

0
2,

)(

0

1 tutxtxtfcdtut jsi

k

s

s

j
jxljski

tt

iijl ττλεε
ε

 

,, 1 , 2( ) ( )] ( )] ( , )i k si s j i i su t t u t tλ ε−− − −′− + ∏ +  

22 2
, 2

0 1 0
( , ( ), ( )) ( ) ( ( ), )] 0

k s jk k s
isl i k s j ljy

s j l
f t x t x t u t t tε ε

− − −− − −
− − − −

= = =
′+ ∏ − ∆ =∑ ∑ ∑ .                   (18) 

Зрівнюючи коефіцієнти при однакових степенях ε  в рівняннях (17) і (18), одержимо 
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Розглянемо метод розв’язування рівнянь (19)-(21). В зв’язку з умовою 3 покладемо в (19): 
,,1),()()( 00 nitttu iii == ϕα                                                                      (24) 

де ( )i tϕ  власні вектора матриці )(),,( 0 ttC ii αλ - довільні функції. Умова існування рівняння (20) при-
йме вигляд  

,0)())(),()()(()())(),(( 00 =+′+′ ttttFtttt iiiiiiii αψϕϕαψϕ                                     (25) 

де )(tiψ  власні вектора матриці ),,(*
itC λ  спряженої до матриці ).,( itC λ  При виконані умови в [1], 

виберемо вектора )(),( tt ii ψϕ  так, щоб виконувалася рівність ],;0[,1))(),(( Lttt ii ∈∀=ψϕ  що дає мож-

ливість однозначного знаходження )(),( 00 tut iiα  відповідно з рівнянь (25), (24). Припустимо, що )(tuis  
знайдені при ,2−< ks  і що 
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− )()(,()()()( 3,2, tutCtttu kiiikiis λϕα , 3 1, 1( ) ( ) ( )), 1, , 3,4...i i k i kF t u t F t i n k− −+ = = .     (26) 

Враховуючи (26) і умову існування розв’язку рівняння (21), функції )(2, tki −α  знаходимо з рівняння 
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де ( , )C t λ+  – узагальнено обернена матриця до матриці ( , ), 1, , 3,4...C t i n kλ = = .  
Рівняння (22), (23) перепишемо у вигляді  
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Враховуючи рівняння (19), з рівняння (27) знайдемо 
1

1 0 2( , ) ( ) ( , )), 2,3...k kt U t F t kξ ε ε−
− = − = , 

де ntk −− ),(1 εξ  вимірний вектор з координатами , 1 0( , ), ( )i k t U t n nξ ε− − ×  матриця, стовбцями, якої є 

вектора 0 ( ) ( 1, ).iu t i n=  Теорема доведена. 
 

РЕЗЮМЕ 

Построено асимптотическое решение нелинейной сингулярно возмущённой системы дифференциальных 
уравнений из запаздыванием. 

Ключевые слова: задача Коши, сингулярно возмущённая система дифференциальных уравнений, асимптоти-
ческое решение, переменное запаздывание. 
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SUMMARY 

We construct asymptotic solution of a nonlinear of singularly perturbed system of differential equations with a delay. 
Key words: the problem of Cauchy, singularly perturbed system of differential equations, asymptotic solution, vari-

able delay. 
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