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ПОВЕРХНОСТИ НА КОНЦЕНТРАЦИЮ НАПРЯЖЕНИЙ ОКОЛО НЕЕ 
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С использованием методов комплексных потенциалов, интегралов типа Коши и наименьших квадратов ис-

следовано напряженное состояние горного массива с выработками вблизи дневной поверхности. Исследовано влия-
ние формы выработки на концентрацию напряжений около ее поверхности, длины разгрузочной щели в основании 
на уменьшение выпучивания породы.  
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На стадии проектирования подземных выработок приходится учитывать их форму вблизи дневной 

поверхности, на которой расположены сооружения. Около поверхностей таких выработок могут возни-
кать концентрации напряжений, приводящие к их разрушению, а следовательно, и наземных сооруже-
ний. К настоящему времени эффективные методы решения задач теории упругости, к которым приво-
дится задача об определении напряженного состояния около криволинейных отверстий вблизи загру-
женной границы, не разработаны. Для полуплоскости с отверстием достаточно широкие исследования 
проведены лишь для случая кругового отверстия [1, 2]. При этом использовался метод комплексных по-
тенциалов Колосова-Мусхелишвили [3] с привлечением метода рядов и аналитического продолжения 
функций через незагруженные участки прямолинейной границы. В работе [4] предложен другой подход 
решения задач для многосвязной изотропной пластинки с использованием комплексных потенциалов.  

В настоящей статье предложен метод решения задачи теории упругости для полуплоскости с про-
извольным криволинейным контуром. Дано приложение подхода к расчету подземной выработки вблизи 
загруженной прямолинейной границы. Описаны результаты исследования концентрации напряжений 
около выработки.  

Постановка задачи. Рассмотрим горный массив с горизонтальной выработкой вблизи дневной 
поверхности. Будем считать, что поверхность выработки не подкреплена и не загружена; на дневной по-
верхности массива располагается протяженное сооружение, действие которого можно заменить давлени-
ем по поверхности. Нужно определить концентрацию напряжений в массиве и выбрать оптимальную 
форму выработки по снижению концентрации напряжений. 

Для исследования напряженного состояния рассматриваемого массива представим его изотропной 
полуплоскостью с криволинейным отверстием с заданными на прямолинейной границей распределен-
ными усилиями. Криволинейный контур аппроксимируем совокупностью дуг эллипсов, т. е. будем ре-
шать задачу теории упругости для полуплоскости с эллиптическими отверстиями. Таким образом, рас-
сматривается изотропная полуплоскость с прямолинейной границей 

+L  и конечным числом произвольно расположенных эллиптических 
отверстий с контурами lL , полуосями la , lb  и центрами в точках 

0 0,l lx y  ( )1,= Ll  (рис.1). Контуры отверстий могут касаться, пере-

секаться, переходить в прямолинейные разрезы, своими дугами (бе-
регами в случае прямолинейных трещин) образовывать контуры кри-
волинейных отверстий и разрезов. На прямолинейной границе уси-
лия действуют на ее конечной части ′L  и равны нулю на остальной 
части ′′L . На бесконечности полуплоскость не загружена.  

Определение напряженно-деформированного состояния рассматриваемой полуплоскости сводится 
к нахождению производных комплексных потенциалов ( )Φ z  и ( )Ω z , удовлетворяющих граничным ус-
ловиям [4, 5] 

( ) ( ) ( )Φ + Ω =t t g t  на +L ;                                                                                             (1) 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) 0′δΦ + δ − δ Φ + − δ Φ + δ Ω =t t t t t t  на lL  ( )1,= Ll ,                         (2) 

где  
( ) ( )= − +n ng t i X iY  на ′L , ( ) 0=g t  на ′′L ;  
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dt dsδ = ; ( ),n nX Y  – усилия, действующие на ′L . 
Функции ( )Φ z , ( )Ω z  представим в виде 

( ) ( ) ( )0 1Φ = Φ + Φz z z ,    ( ) ( ) ( )0 1Ω = Ω + Ωz z z ,                                                  (3) 

в котором ( )0Φ z , ( )0Ω z  – функции, голоморфные в нижней полуплоскости; ( )1Φ z , ( )1Ω z  – функ-

ции, голоморфные вне контуров отверстий lL .  

Используя конформные отображения внешности единичного круга на внешность эллипсов [6] 

0
l

l l l
l

mz z R
⎛ ⎞

= + ζ +⎜ ⎟ζ⎝ ⎠
;                                                                                              (4) 

0 0 0= +l l lz x iy ,   0
ϕ= li

l lR R e ,   0 2
+

= l l
l

a bR ,   
−

=
+

l l
l

l l

a bm
a b

, 

для функций ( )1Φ z , ( )1Ω z  получаем выражения 

( ) ( )1
1 1

∞

= =
Φ = ϕ∑∑

L

ln ln
l n

z z a ,    ( ) ( ) ( )( )1
1 1

∞

= =
Ω = ψ + ϕ∑∑

L
lnln ln ln

l n
z z a z b ;                              (5) 

в которых  

( ) ( )1 2−
ϕ = −

ζ ζ −
ln n

l l l l

nz
R m

;   

( )
( )

{ 3 2
3 231 2−
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}4 3 2
1 4 3 2 1 0⎡ ⎤+ ζ + ζ + ζ + ζ − ζ +⎣ ⎦l l l l l l l l l l lc n d c d c d ;  

3 1=l lc r ,   ( )2 0 22= +l l l lc r r m ,   1 1=l l lc r m ,    

4 2=l ld r ,   2 0 2= −l l l ld r r m ,   0 0= −l l ld r m ,    
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;                                                                  (6) 

ϕl  – угол между положительными направлениями осей Ox  и осью эллипса la , отсчитываемый против 
часовой стрелки. 

Подставив выражения (3), (4) в граничные условия (1) и применяя метод интегралов типа Коши, 
будем иметь 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0
1 1

1 1∞

= =

⎡ ⎤Φ = ϕ + ϕ + ψ + ϕ⎢ ⎥⎣ ⎦
∑∑ ln ln ln ln ln ln
l n

z z z a z a z b
s s

L
; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0
1 1

∞

= =
⎡ ⎤Ω = ψ + ψ + ϕ + ϕ⎣ ⎦∑∑ ln ln ln ln ln ln

l n
z z z a s z a z b

L
,                                      (7) 

где 

( ) ( )
'

0
1

2
ϕ =

π −∫
L

g t dt
z

i t z
,   ( ) ( )

'
0

1
2

ψ =
π −∫

L

g t dt
z

i t z
.                                                              (8) 

Комплексные потенциалы (7) точно удовлетворяют граничным условиям на прямолинейной границе 
+L , а к граничным условиям (2) на контурах отверстий удовлетворим методом наименьших квадратов. 

Исходя из (2), составим функционал 
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( ) ( ) 2

1
( ) ( ) ( ) ( )

=

′= δΦ + δ − δ Φ + − δ Φ + δ Ω∑
M

m m m m m m
m

J t t t t t t  ( )1,= Ll .                  (9) 

Здесь mt  – система точек, выбираемых на всех контурах отверстий lL . Удовлетворяя условиям мини-
мума функционала (9), для определения неизвестных постоянных, входящих в (7), получаем следующую 
систему линейных алгебраических уравнений: 

( ) ( ) ( ){ 1 2 3
1 1 1

M

iln rp m iln rp m iln rp m
m r p

r t r t r t
∞

= = =

⎡ ′ϕ + ϕ − ψ −⎣∑∑∑
L

 

( )4iln rp mr t′− ψ + ( ) ( )5 6 ⎤ψ − ϕ −⎦iln rp m iln rp m rpr t r t a  

( ) ( )1 2iln rp m iln rp mr t r t′⎡− ψ + ψ −⎣ ( )3iln rp mr tϕ −  

( ) ( ) ( )4 5 6iln rp m iln rp m iln rp m rpr t r t r t a⎤′− ϕ + ϕ − ψ +⎦  

( ) ( ) ( )1 2 6iln rp m iln rp m iln rp m rpr t r t r t b⎡ ⎤′− ϕ + ϕ − ϕ −⎣ ⎦  

( ) ( ) ( ) }3 4 5iln rp m iln rp m iln rp m rpr t r t r t b⎡ ⎤′− ϕ + ϕ − ϕ =⎣ ⎦  

( ) ( ){ 1 0 2 0
1

M

iln m iln m
m

r t r t
=

′= − ϕ + ϕ +∑ ( )3 0iln mr tϕ +  

( ) ( ) ( ) ( )4 0 5 0 6 0iln m iln m iln m iln l mr t r t r t g t′+ ϕ + ψ + ψ − ψ −   

( )}−ϕiln l mg t   ( )1, 2, 1, , 1, 2, ...= = =Li l n ,                                                                           (10) 

где 

( )1 = δ − δ ϕ − δψiln iln ilnr ,   ( )2 = δ − ϕiln m m ilnr t t ,   ( )3 = −δϕ − δ − δ ψiln iln ilnr , 

( )4 = −δ − ψiln m m ilnr t t ,   5 = −δϕiln ilnr ,   6 = −δψiln ilnr ;   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 ′ϕ = −δϕ + δ − δ ψ + δ − ψ + δ ϕln ln ln ln lnt t t t t t t , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 ′ψ = δψ − δ − δ ϕ − δ − ϕ − δψln ln ln ln lnt t t t t t t , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 ′ϕ = δ − δ ϕ + δ − ϕln ln lnt t t t t ,   ( ) ( ) ( )2ψ = δϕ − δϕln ln lnt t t .          

После решения системы (10) комплексные потенциалы (7) становятся известными, что позволяет 
вычислять напряжения по формулам 

( )4Reσ + σ = Φx y z ,   ( ) ( ) ( ) ( )2 2 ′σ −σ + τ = ⎡ − Φ − Φ + Ω ⎤⎣ ⎦y x xyi z z z z z .                      (11) 

Численные исследования были проведены для полуплоскости с одним отверстием круговым 
(рис. 2, а) радиуса a , квадратным 
(рис. 2, б) со стороной 2a  и сводчатым 
(рис. 2, в) с длиной прямолинейных участ-
ков 2a  и радиусом круговой крышки a . 
Приложенные на прямолинейной границе 
воздействия моделировались равномерным 
давлением интенсивности p  по отрезку 
[ , ]a a− . Все приводимые ниже значения 
величин даны с точностью до множителя 
p , причем эти величины даны для точек 
правых половин контуров отверстий (для 
левых половин в силу геометрической и 
силовой симметрии они такие же). 

На рис. 3 для полуплоскости с круговым отверстием при различных значениях отношения /c a  дли-
ны перемычки к радиусу отверстия a  приведены графики распределения нормальных напряжений 
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/s pσ  на площадках, перпендикулярных к контуру отверстия. Аналогичные графики распределения на-
пряжений /s pσ  для случаев полуплоскости с квадратным и сводчатым отверстием приведены соот-
ветственно на рис. 4, 5. 

Из приведенных выше результатов следует, что наименьшая концентрация напряжений имеет ме-
сто в выработке в форме свода. Более того, создавать выработки кругового или эллиптического сечений 
неудобно. В случае выработок квадратного или прямоугольного сечений вблизи угловых точек возникает 
весьма высокая концентрация напряжений, а в центрах крышки и основания выработки – положительные 
(растягивающие) напряжения, которые могут приводить к выпучиванию породы и разрушению. Высокая 
концентрация напряжений вблизи угловых точек возникает и в случае сводчатого отверстия, но она 
меньше, чем в случае квадратного и прямоугольного, а указанные положительные напряжения вблизи 
центра крышки и основания значительно меньше, причем около основания их можно значительно 
уменьшить проведением разгрузочных щелей.  

Проведенными ранее исследователями установлено, что концентрацию на-
пряжений около свода можно существенно уменьшить проведением разгрузочных 
щелей из углов основания и боковых сторон. При этом щели из углов основания 
следует проводить [7] под углом /4π  к горизонту, отклонение от этого угла на 

/18± π  практически не влияет на значения максимальных напряжений. Горизон-
тальные разрезы следует проводить через середины прямолинейных вертикальных 
сторон свода. Однако для подземных выработок вблизи границы такие разгрузоч-
ные разрезы проводить нецелесообразно. Что же касается уменьшения положи-
тельных (выпучивающих) напряжений вблизи основания, то этого можно добиться 
проведение вертикальных щелей из центра основания (рис. 6). Как влияет длина 
этой разгрузочной щели l  на значения напряжений, видно из данных таблицы, где 
для различных значений отношения /l a  длины щели к полудлине основания при-
ведены значения нормальных напряжений /s pσ  в точках 1 (0,01 ;a 3,5 )a− , 
2 (0,5 ;a 3,5 )a− , 3 (0,998 ; 3,5 )a a− , 4 ( ;a  

3,499 )a− , 5 ( ; 3 )a a− , 6 ( ; 2,5 )a a− , 7 ( ;a  

2 )a− , 8( ; 1,501 )a a− , 9 ( / 2;a  1,5 / 2)a a− + , 
10 (0; 0,5 )a− . Из данных таблицы видно, 
что наличие щели существенно снижает по-
ложительные (выпучивающие) напряжения 
вблизи основания выработки, незначительно 
меняя их в других зонах. При этом, чем 
больше длина щели, тем меньше значения на-
пряжений. Аналогичные результаты получа-
ются в анизотропном массиве [8]. 

Выводы. Таким образом, исследованиями установлено, что наиболее удобной в плане уменьше-
ния концентрации напряжений около выработки вблизи дневной поверхности является сводчатая форма. 
Для предотвращения выпучивая вблизи основания надо проводить из центра основания разгрузочные 
щели, хотя бы небольшой длины. 

/l a  Точ-
ки 0 0,1 0,2 0,3 0,5 1,0 

1 0,226 0,146 0,008 0,007 -0,001 -0,001
2 0,241 0,227 0,168 0,125 0,064 0,046
3 -0,421 -0,473 -0,618 -0,703 -0,865 -1,151
4 -2,008 -1,887 -2,002 -1,972 -2,120 -2,400
5 -0,585 -0,570 -0,579 -0,575 -0,575 -0,585
6 -0,685 -0,666 -0,678 -0,675 -0,678 -0,686
7 -0,921 -0,893 -0,914 -0,906 -0,910 -0,924
8 -3,036 -0,168 -1,409 -1,421 -1,086 -2,422
9 -3,588 -3,590 -3,597 -3,602 -3,598 -3,594

10 1,551 1,559 1,546 1,549 1,558 1,529

12−
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РЕЗЮМЕ 

З використанням методів комплексних потенціалів, інтегралів типу Коші і найменших квадратів дослідже-
но напружений стан гірничого масиву з виробками поблизу денної поверхні. Досліджено вплив форми вироблен-
ня на концентрацію напружень біля її поверхні, довжини розвантажувальної щілини в основі на зменшення випи-
нання породи. 

Ключові слова: підземна виробка, концентрація напружень, метод комплексних потенціалів, інтеграли типу 
Коші, розвантажувальні щілини. 

 
SUMMARY 

With the use of complex potentials, the integrals of Cauchy type and least squares investigated the stress state of rock 
mass in near the daily workings of the surface. The effect of shape on the development of stress concentration near the sur-
face, the length of unloading cracks at the bottom to reduce buckling of the breed.  

Keywords: underground development, stress concentration, the method of complex potentials, the integrals of Cauchy 
type, unloading cracks. 
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