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АСИМПТОТИЧЕСКИ–ПРЕЦЕССИОННЫЕ ДВИЖЕНИЯ ВТОРОГО ТИПА СФЕРИЧЕСКОГО 

ГИРОСТАТА ПОД ДЕЙСТВИЕМ ПОТЕНЦИАЛЬНЫХ И ГИРОСКОПИЧЕСКИХ СИЛ 
 

Ю. Ю. Пилпани 
 
 

С помощью теории параметрического резонанса получены достаточные условия асимптотических прецесси-
онных движений сферического гиростата, предельным движением которого служит прецессия второго типа относи-
тельно вертикали. 
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Введение. Прецессионные движения гиростата занимают важное место в классификации движе-

ний системы связанных твердых тел, поскольку они имеют наглядное геометрическое истолкование и 
находят применение в приложениях [1, 2]. К настоящему времени найдены многочисленные классы пре-
цессионных движений гиростата не только в задаче о движении гиростата под действием силы тяжести, 
но и в её обобщении – задаче о движении гиростата под. действием потенциальных и гироскопических 
сил [2]. Исследование свойств асимптотичности движений позволило получить общий способ [3] изуче-
ния асимптотических прецессионных движений гиростата в обобщенной задаче динамики. Этот способ 
основывался на использовании достаточного условия А.М. Ляпунова [4] существования положительного 
характеристичного числа у уравнения класса Хилла и был применен, например, в работе [5]. В статье [6] 
анализ условий существования асимптотически – прецессионных движений гиростата проводился с по-
мощью теории параметрического резонанса [7]. Данная статья посвящена исследованию свойств асим-
птотичности движения сферического гиростата в случае, когда предельное движение – прецессия второ-
го типа гиростата под действием потенциальных и гироскопических сил [8]. 

Постановка задачи. Рассмотрим задачу о движении гиростата под действием потенциальных и 
гироскопических сил. Используя обозначения, принятые в книге [9], запишем уравнения 

( ) ,= + × + × + × + × =Aω Aω λ ω ω Bν s ν ν Cν 0�                                     (1) 
.ωνν ×=�                                                              (2)                   

Здесь ( )321 ,, ωωω=ω  – вектор угловой скорости тела – носителя; ( )321 ,, ννν=ν  – единичный вектор 
вертикали; ( )321 ,, λλλ=λ  – гиростатический момент; ( )321 ,, sss=s  – вектор, сонаправленный с век-
тором обобщенного центра масс; ( )ijA=A  – тензор инерции гиростата; ( )ijB=B  и ( )ijC=C  –
постоянные симметричные матрицы третьего порядка; точка над переменными векторами обозначает 
относительную производную по времени. 

Уравнения (1) и (2) допускают интегралы 
( ) ,1,2 =⋅=⋅+⋅−⋅ νννCννs2ωAω E                                                   (3)                       

( ) .22 k=⋅−⋅+ νBννλAω                                                          (4) 

Положим в уравнениях (1), (2) и интегралах (3), (4) ( )0 0 0diag , ,µ µ µ=A , то есть предположим, что эл-
липсоид инерции гиростата является сферой. Тогда из (1) – (4) имеем 

( ) ( )[ ] ,,1
0 ωννsCννλBνωω ×=−×+−×= − �� µ                                (5) 

( ) ( ) ( ) .22,1,22
0 kE =⋅−⋅+⋅=⋅=−⋅+ νBννλνω2νν2sCννω 0µµ               (6) 

В работе исследуется асимптотически-прецессионное движение, для которого предельным движе-
нием является полурегулярная прецессия второго типа, указанная в статье [8]. Выпишем решение с уче-
том равенств 0332211 µ=== AAA  

( ) ( )( ),,cos,sin, 00000 antantan ϕϕψ +′+′=+= ∗∗∗ ννaω �                           (7) 
где ψ�,n  таковы 

( ) 1 1
13 0 1 3 1 0 11 33 1 0 / 2,n C a B Bµ λ λ λ λ µ− −⎡ ⎤= − + + −⎣ ⎦  

( ) ( ) 1
0 1 0 0 13 0 1 0 1 1sin , ,nt C a s naψ γ γ φ γ λ λ−= + + = − −�   .1

0011
−′−= µλγ a                         (8) 

Условия существования прецессии (7), (8) имеют вид 

12 13 23 11 22 12 23 20, , 0, 0,B B B B B C C s= = = = = = =   ( )2
2 1 0 22 110, ,C Cλ λ µ= = −  
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( )( ) ( ) ( )1
3 13 0 1 1 0 33 0 11 0 3 0 0 33 22 11.s C a s na B a B a n a C C nBλ λ µ−= − − − − − + − −              (9) 

Отметим свойства исследуемого решения. Поскольку из (7) вытекает, что ,0a=⋅∗ aν  то угол между 

векторами a  и ∗ν  в течении времени остаётся постоянен. Выражение для ∗ω  из (7) показывает, что 
скорость собственного вращения гиростата постоянна. Получим условий асимптотических движений 
гиростата, предельным движением которых является прецессия (7), (8). 

Уравнения в вариациях. Для исследования асимптотических движений введем возмущения Ω , γ  
по формулам 

, .∗ ∗= + = +ω ω Ω ν ν γ                                                          (10) 

            Внесем выражения (10) в уравнения (5) и учтем то обстоятельство, что функции ( ) ,t∗ ∗=ω ω  

( )t∗ ∗=ν ν  являются решением уравнения (5). Тогда получим систему двух векторных дифференциаль-
ных уравнений, из которых вытекает следующая система в вариациях 

( )1
0 ,µ− ∗ ∗ ∗ ∗⎡ ⎤= × − + × + × + × + ×⎢ ⎥⎣ ⎦

Ω Ω Bν λ ω Bγ s γ ν Cγ γ Cν�                       (11) 

.∗ ∗= × − ×γ ν Ω ω γ�                                                                  (12) 
Выпишем первые интегралы линейной системы (11), (12), порожденные интегралами (3), (4) 

( ) ( ) ( ) ( )0 1 2 0 0 3, , .c c cµ γ µ µ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗⋅ + − = ⋅ = ⋅ + − + ⋅ =ω Ω Сν s ν γ ν Ω ω Bν λ γ         (13) 

В силу периодичности решения (7), система первого приближения (11), (12) является правильной. По-
скольку она имеет три первых интеграла (13), то четыре характеристичных числа этой системы равны 
нулю. Для нахождения остальных характеристичных чисел необходимо с помощью интегралов (13) про-
вести редукцию линейной системы  (11), (12) к системе третьего порядка. 

На основе [3] эту редукцию осуществим следующим образом. Вначале, вместо 321 ,, ΩΩΩ  и 

321 ,, γγγ , введем новые переменные iu  

( ) ( )
( )

1 0 2 0 3 0

4 5 6

, , u ,

, , ,

u u

u u u

µ µ µ∗ ∗

∗ ∗

⎡ ⎤= ⋅ = ⋅ = Ω ⋅ ×⎢ ⎥⎣ ⎦
= ⋅ = ⋅ = ⋅ ×

Ω a Ω ν a ν

γ a γ ν γ a ν
                       (14)                            

в которых первые интегралы (13) принимают вид 

( ) ( )2
1 2 0 4 4 1 5 2 6 3 1 5 2 4 1 5 2 6 3 3, , .nu u a u u u c u c u u u cψ −′ ⎡ ⎤+ − ⋅ + + = = ⋅ + + =⎣ ⎦τ τ τ τ b τ τ τ�   (15) 

где 

( )[ ].,

,,,,

50
2

05

0

τνabBνλτ

Cνsτνaτντνaτ 4321

++′=−=

−=×=−=−=
∗−∗

∗∗∗∗

ψµ �na

aa
                    (16) 

Затем в силу (15), (16) выполняется преобразование 
( ) .ux tm=                                                          (17) 

Здесь  

( ) ( ) ( )tmtmuu ij
T == ,,, 61 …u , 

,0,1,0 161514131211 ====== mmmmmm   21 22 23 0,m m m= = =  

24 25 261, 0,m m m= = =   ,1,0 363534333231 ====== mmmmmm  
( ) ,41,0,, 2

044434241 ττ ⋅′−==== −ammmnm ψ�   ( )2
45 0 ,4 2m a −′= − ⋅τ τ        (18) 

( )2
46 0 ,4 3m a −′= − ⋅τ τ    ,0,1,0 565554535251 ====== mmmmmm  

( ) ( ) ( ) .,,,0,1,0 366265164636261 τbτbτb ⋅=⋅=⋅==== mmmmmm  
Выпишем обратное к (17) преобразование  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )21
1 4 6 2 2 5 3 3 0 2u n x x x x x a xψ −− ⎡ ′= − − ⋅ − ⋅ − ⋅ + ⋅ +⎢⎣ 1 1 4b τ b τ b τ τ τ�  
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( ) ( ) ( ) ( )2 2
0 4 2 5 0 4 3 3 ,a x a x− − ⎤′ ′+ ⋅ + ⋅ ⎥⎦

τ τ τ τ  

( ) ( ) ( ) ,33522162 xxxxu τbτbτb ⋅−⋅−⋅−=    .36552413 ,,, xuxuxuxu ====  
Используя соотношения (14), получим зависимость исходных переменных 

( ) ( ) ( ) ( )2 21
0 0 1 1 2 3 0 4 1 5 5 6, .a u u u a u u uµ − −− ′ ′= + + = + +2 3 3Ω τ τ τ γ τ τ τ  

На основании замен переменных (14), (17) с учетом соотношений (15), (18), найдем  уравнения 

( ) ( )
6

4 5 6
1

1,3 , 0, 0, 0.i ij j
j

x h t x i x x x
=

= = = = =∑� � � �                             (19) 

Поскольку ( )thij  в уравнении (19) – периодические функции с периодом 2 / nπ , а 654 ,, xxx  –
постоянные, то на основании теории Ляпунова [4] необходимо исследовать характеристичные числа од-
нородной системы третьего порядка относительно переменных 321 ,, xxx , вытекающей из (13). С помо-
щью перехода к сопряженной системе изучение характеристичных чисел данной системы сведем к изу-
чению характеристичных чисел уравнения Хилла. Здесь выпишем его в случае 

( ) 10 , 1,3 , 0ijB i j s= = =  

( ) ,0=+ ytpy��                                                              (20)                   
 
где 

( ) ( ) ( ) ,sinsin 0
2

2010 ϕβϕββ ++++= ntnttp                                     (21) 

( ) ( ) ,
4

4
152

4 11220

2
13

22330
1122

0
2
13

1

30132
32

0

2
0 CC

C
CC

CC
CC

−
+

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
−+

−
−−=

µ
µµ

λ

λµλ
µ

µβ  

( ) ,,, 02
2

24
4

2
2

01 a′=′′−=+++= µεµβεµεµεµβ …                                   (22)                   

( ) ( ) .4,
8

,
2

,9 2211
1

02
0

4
0

23
1

0113
1

00 CCC −=′′−=−=+−= −−− µεεεεελµλµε  

Ранее [3] уравнение (20) изучалось на основе достаточного условия Ляпунова [4] существования у него 
решения с положительным характеристичным числом, которое состояло в том, что предполагалось 

( ) ( )( )00 ≠≤ tptp . Здесь к данному уравнению применим теорию параметрического резонанса [7]. Для 
этой цели необходимо в (20) – (22) ввести малый параметр и решение уравнения (20) искать в виде ряда 
по этому малому параметру. В силу свойства прецессионности движения малым параметром может слу-
жить параметр 0a′ , который обозначен через µ . Поскольку в общем случае при таком способе введения 
малого параметра при вычислениях сталкиваемся со значительными трудностями, то положим  

( ) ( ) .0154342 1
11220

2
1311223303

1
1013

2
3 =−−−++− −− CCCCCCC µµλλµλ                 (23) 

Для существования действительных решений уравнения (23) относительно 3λ  считаем, что выполнены 
неравенства 

( )( )2
13 33 22 11 22 114 3 4 0C C C C C C− + − − > ,  1122 CC − >0. 

Используя в уравнении (20) указанные выше условия, а также равенство µ=′0a , заменой 0ϕτ += nt  
приведем его к стандартному виду 

( )2 2 4
1 2 2 41 sin cos sin cos2 0,y yλ µ κ τ µκ τ µ κ τ µ κ τ⎡ ⎤′′ ′+ + + + + + =⎢ ⎥⎣ ⎦

…                  (24) 

где 
2

2 0 131 2 4
1 2 2 42 2

1

4
, , , , , .

2
C

n
ε κ ε εηλ κ κ κ κ η
η η η λ

′′′= = = − = = =  

Согласно теории параметрического резонанса в окрестности натуральных значений λ  появляются  

интервалы, для которых определяющее уравнение 2 2 1 0Aρ ρ− + =  имеет действительные корни 1ρ  и 

2ρ , где ( ) ( )( )1 2 2A y yπ π′= + , а ( ) ( )1 2,y t y π  – независимые частные решения уравнения (24). 
Этим корням соответствуют два решения уравнения (24) 
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( ) ( )1 21 1 2 2,y e y eβ τ β τφ τ φ τ− −= =                                                      (25) 

с различными знаками характеристичных чисел ( )1
1 1 2 2Re , Re lni iβ σ β σ σ π ρ−= − = − = . Здесь 

( ) ( )τϕτϕ 11 ,  – периодические функции τ . Так как 12 ββ = , то в силу (25) система (17) имеет 4 нулевых 
характеристичных числа, одно положительное и одно отрицательное характеристичное число. Следова-
тельно, к системе уравнений в вариациях, линейной системой которой является (11), (12) применима 
теорема Ляпунова [4] о существовании у неё решения, которое при ∞→t  стремится к нулю. То есть для 
этого решения движение гиростата будет асимптотически – прецессионным. 

Для применения указанных результатов положим в уравнении (24) 
2 2 2

1 2 ,Nλ α µ α µ= + + +…    ( ) ( ) ( )0 1 ,y τ ξ τ µξ τ= + +…                                 (26) 

где ( )τξi  – периодические функции с периодом π , 1,2 .N = …  
После подстановки выражений (26) в уравнение (24), полагая 1=N , получим систему дифферен-

циальных уравнений, из которой следует 
( ) ,sincos 000 τττξ BA +=                                                 (27) 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )

1 1 1 0 0 0 1 0 0

2 2 1 1 1 0 1 1 2 2 0

cos 2 sin 2 2 cos sin ,
sin sin cos 2 ,

B A B A Bξ τ ξ τ κ τ τ α τ τ
ξ τ ξ τ ξ τ κ τ α ξ τ α κ τ κ τ α ξ τ

+ = − − − +
+ = − + − + −

��
��    (28) 

где 00 , BA – произвольные постоянные. Согласно теории параметрического резонанса приравниваем к 

нулю коэффициенты при τcos  и τsin в правой части уравнения для ( ) .1 τξ  Так как 02
0

2
0 ≠+ BA , то 

.01 =α                                                                  (29) 
Связь между 00 , BA  устанавливается при рассмотрении дальнейших приближений. Вычислим эти при-
ближения, используя уравнения (28). На основании условия (29) из уравнения для ( )τξ1  имеем: 

( ) ( )1 1 0 0 0sin 2 cos 2 3 6 .A B Bξ τ κ τ τ= − −                                       (30) 

Подставим ( )τξ0  и ( )τξ1  из (27), (30) в уравнение для ( )τξ2  из системы (28) 

( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )
2

2 2 1 2 0 0

2 2
0 1 2 2 0 1 2 2

12 6 sin 3 cos3

cos 6 12 sin 5 6 12 .

B A

A B

ξ τ ξ τ κ κ τ τ

τ κ κ α τ κ κ α

+ = − + −

− + + + + −

��
                       (31) 

Требование периодичности решения уравнения  (31) приводит к равенствам 

( ) ( ) .01265,0126 22
2
1022

2
10 =−+=++ ακκακκ BA  

Так как 02
0

2
0 ≠+ BA , то в случае 1=N для 2α получаем два различных значения. Для первого 

значения  

( )2
2 1 2 0 06 12, 1, 0,A Bα κ κ= − + = =                                                   (32) 

для второго значения 

( )2
2 1 2 0 05 6 12, 0, 1.A Bα κ κ= + = =                                                    (33) 

Аналогично подсчитываются дальнейшие приближения. 
Таким образом, в силу (32), (33) с точностью до величин второго порядка относительно µ , най-

денную область неустойчивости, расположенную вблизи 1=N  можно охарактеризовать условием 

( ) ( )2 2 2 2 2
1 2 1 21 6 12 1 5 6 12 .κ κ µ λ κ κ µ− + + ≤ ≤ + + +… …                            (34) 

Второй пример существования у уравнения (24) решения относится к случаю 2=N . Полагаем 

…+++= 2
21

2 4 µαµαλ . Задавая решение в виде (26), из уравнения (24) получим 

( ) ,2sin2cos 000 τττξ BA +=                                            (35) 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( )( )

1 1 0 1 1 1 0 0

2 2 1 1 1 0 1 1 2 2

4 4 sin 2 cos3 cos sin sin3 ,
4 4 sin sin 4 cos 2 ,

B Aξ τ ξ τ ξ τ κ τ α κ τ τ τ τ
ξ τ ξ τ ξ τ κ τ α ξ τ α κ τ κ τ α

+ = − + = − + −
+ = − + − + +

��
��  

( ) ( ) ( )( ) ( )( )3 3 2 1 1 1 2 1 1 24 4 sin sin 4 cos2ξ τ ξ τ ξ τ κ τ α ξ τ α α κ τ κ τ+ = − + − + + −��  
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( )( )0 2 1 1 2 2 3sin cos2 4 sin ,ξ τ α κ τ α κ τ κ τ α′− + + +                            (36) 
( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( )( )
( )( )

4 4 3 1 1 2 2 1 1 2

1 3 2 1 1 2 2

0 3 1 2 2 1 2 4

4 4 sin sin 4 cos2
sin cos2 4 sin

sin cos2 sin .

ξ τ ξ τ ξ τ κ τ α ξ τ α α κ τ κ τ
ξ τ α α κ τ α κ τ κ τ
ξ τ α κ τ α κ τ α κ τ α

+ = − + − + + −
′− + + + −

′− + + +

��

 

В силу теории параметрического резонанса, с  учетом  02
0

2
0 ≠+ BA , (35) из системы (36) полу-

чим 01 =α , аналогично равенству (29). На основании равенства 01 =α решение уравнения для ( )τξ1  
из системы (36) таково 

( ) ( )1 1 0 0 0 02 3 cos3 3 sin 3 5 cos 5 sin 15 .B A B Aξ τ κ τ τ τ τ= + − +                        (37) 

Подставим 01 =α  и равенства (37) во второе равенство из системы (36) 

( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )
2

2 2 1 2 0 0

2 2
1 2 0 0 0 1 2

15 4 6 2 5 cos 4 sin 4

8 15 cos2 sin 2 10 2 3 .

A B

A B A

ξ τ ξ τ κ κ τ τ

κ α τ τ κ κ

+ = − + +

+ − + − +

��
 

Из условия периодичности решения (26) следует ( ) ( ) .0158,0158 2
2
102

2
10 =−=− ακακ BA  

То есть, для обоих вариантов имеем 
2 2

2 1 0 0 2 1 0 08 15, 1, 0, 8 15, 0, 1.A B A Bα κ α κ= = = = = =                                 (38) 
С учетом (29), (38) решение для ( )τξ2  системы (36) примет вид 

( ) ( )( ) ( )2 2
2 2 1 0 0 0 1 230 5 2 cos4 sin 4 5 2 3 .A B Aξ τ κ κ τ τ κ κ= − + − +                     (39) 

Подставляя (29), (37) – (39) в третье уравнение системы (36), имеем 

( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )
( ) ( )

21
3 3 2 1 0 0

3 30
1 2 1 2 0 0 1 1 2 2

3 20 0
2 1 1 2 0 3 3 0 1 2

4 17 2 cos5 sin5
15

246 / 75 2 cos3 sin3 2 48 45 cos
45

2 45 2 12 sin cos 2 sin 2 2 3 .
45 6

B A

BB A

A BA A

κξ τ ξ τ κ κ τ τ

κ κ κ κ τ τ κ κ κ κ τ

κ κ κ κ τ α τ α τ κ κ

+ = − − +

′ ′+ + + − + + − +

′+ − − − − + +

��

        (40) 

Приравниваем коэффициенты при ττ 2sin,2cos  в уравнении (40). Тогда получим  3 0α = , то есть 

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

2 31
3 1 2 0 0 1 2 1 2

30
0 0 1 1 2 2

3 20 0
2 1 1 2 1 2

12 17 cos5 sin5 75 46 150
315 375

2cos3 sin3 2 48 45 cos
135

2 45 2 12 sin 2 3 .
135 24

B A

BB A

A A

κξ τ κ κ τ τ κ κ κ κ

τ τ κ κ κ κ τ

κ κ κ κ τ κ κ

′= − − − + + ×

′× − + + − +

′+ − − + +

 

С учетом найденных значений ( ) ( ) ( )3,1,3,0 == ii ii ατξ , четвертое уравнение из (36) примет вид 

( ) ( )
( ) ( )

( )

4 4 0 0 0 0
3 2 2

0 1 2 2 4 0 1 2

4 3
0 1 1 1 1 2 2

4 cos6 sin 6 cos4 sin 4

4 / 3 2 cos2 16 /15 sin 2

8 3 2 6 40 /135 ,

A Q B Q A P B P

A R B R

A

ξ τ ξ τ τ τ τ τ

κ κ κ α τ κ κ τ

κ κ κ κ κ κ

+ = + + + +

+ + + − + − +

′+ − + −

��

                    (41) 

где 

( )2 4 2
1 2 1 276 4 105 315 ,Q κ κ κ κ= − −    ( )2 2

1 1 22837 500 7875 ,P κ κ κ= −                                           

( )2 4 2
1 2 1 2 1 22550 788 1125 3600 3375.R κ κ κ κ κ κ′= − − +                           (42) 

С учетом требования периодичности решения уравнения (41), приравниваем коэффициенты при 
cos2τ , sin 2τ  в правой части уравнения (41) к нулю. Получим два различных значения для 4α  

3 2
4 1 2 2 0 04 / 3 2 , 1, 0,R A Bα κ κ κ= + + = =  или 2

4 1 2 0 016 / 15, 0, 1R A Bα κ κ= − = = . 
Аналогично подсчитываются следующие приближения. Таким образом, с точностью до величин 
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четвертого порядка относительно µ область неустойчиивости, расположенная вблизи  2=N , может 
быть охарактеризована условием 

2 2 2 4 2 2 2 3 2 4
1 1 2 1 1 2 2

8 16 8 44 4 2 ,
15 15 15 3

R Rκ µ κ κ µ λ κ µ κ κ κ µ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + − + ≤ ≤ + + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

… …     (43) 

где полагаем  3 2
1 2 110 15 8 0κ κ κ+ + > . 

Итак, если параметры задачи удовлетворяют одному из условий (34), (43), то уравнение (24) до-
пускает решение вида (25). 

Вывод. Если параметры задачи удовлетворяют условиям 0,ijB =  (23), (34), (43), то существует 
такое начальное положение гиростата и начальная скорость, при которых движение гиростата будет об-
ладать свойством асимптотичности движения. Предельным движением гиростата будет служить прецес-
сия второго типа (7). Асимптотически-прецессионное движение будет описываться однопараметриче-
скими рядами Ляпунова. 

 
РЕЗЮМЕ 

За допомогою теорії параметричного резонансу отримані достатні  умови  асимптотичних прецесійних рухів 
сферичного гиростату, граничним рухом якого є прецесія другого типу відносно вертикалі. 

Ключові  слова: гиростат, гиростатичний момент, прецесія другого типу, характеристичне число. 
 

SUMMARY 

Using the theory of parametric resonance, sufficient terms for asymptotically – precessional motions of a spherical 
gyrostat were got. Limiting movement of gyrostat is the precession of second type, concerning a vertical. 

Keywords: gyrostat, gyrostat moment, precession of second type, characteristic number. 
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