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Â ðîáîòi íàâåäåíî òåîðåìó ïðî ñåðåäí¹ äëÿ ôóíêöi¨ ñïåöiàëüíîãî âèäó ó âèïàäêó ìíîãîêóòíèêà ç
ïîëiíîìiàëüíîþ âàãîþ.

Êëþ÷îâi ñëîâà: òåîðåìà ïðî ñåðåäí¹, ïðàâèëüíèé ìíîãîêóòíèê, ïîõiäíi Êîøi.

Âñòóï
Õàðàêòåðèçàöiÿ ðîçâ'ÿçêiâ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü â òåðìiíàõ ðiçíèõ iíòåãðàëüíèõ ñåðåäíiõ âèâ÷à-

ëàñü áàãàòüìà àâòîðàìè (äèâ. [1] - [5] òà áiáëiîãðàôiþ â öèõ ðîáîòàõ). Ïîñòàíîâêà ïîäiáíèõ çàäà÷ ìà¹
ïîõîäæåííÿ âiä êëàñè÷íîãî ðåçóëüòàòó Êàêóòàíi-Íàãóìî-Óîëøà-Ïðiâàëîâà ïðî õàðàêòåðèçàöiþ ãàðìîíi-
÷íèõ ïîëiíîìiâ ñïåòåíÿ íå âèùå n−1, n ∈ N â êëàñi íåïåðåðâíèõ ôóíêöié íà êîìïëåêñíié ïëîùèíi óìîâîþ
ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ ïî âåðøèíàõ âñiõ ïðàâèëüíèõ n -êóòíèêiâ ( n > 3 ).

Â ðîáîòi Ì.Î. Ðiäà (äèâ. [2]) õàðàêòåðèçó¹òüñÿ 2-àíàëiòè÷íà ôóíêöiÿ.

Òåîðåìà 1. Íåõàé f ∈ C(B) , B : |z| < 1 . Òîäi íåîáõiäíîþ i äîñòàòíüîþ óìîâîþ äëÿ òîãî, ùîá ôóíêöiÿ
áóëà 2-àíàëiòè÷íà âèäó

f(z) =
n−3∑
k=0

αkz
k +

n−3∑
k=0

βkz̄
k,

αk , βk � äåÿêi ñòàëi, ¹ âèêîíàííÿ ðiâíÿííÿ∫ ∫
Pn(z,r,φ)

(ζ − z)2f(ζ)dξdη = 0

äëÿ êîæíîãî Pn(z, r, φ) ó B , äå Pn(z, r, φ) � çàìêíåíà îáëàñòü, ùî îáìåæåíà ïðàâèëüíèì ìíîãî-
êóòíèêîì pn(z, r, φ) ç öåíòðîì â òî÷öi z òà ðàäióñîì r âïèñàíîãî êîëà ( φ � êóò ìiæ ãîðèçîí-
òàëüíèì ïðîìåíåì ñïðàâà âiä z òà çîâíiøíüîþ íîðìàëëþ â òî÷öi âèõîäó ïðîìiíÿ ç ìíîãîêóòíèêà,
−π/n 6 φ < π/n ).

Â ðîáîòi Î.Ä. Òðîôèìåíêî [5] ñôîðìóëüîâàíî äîñòàòíþ óìîâó äëÿ âèêîíàííÿ iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ
ïî ìíîãîêóòíèêó ç íóëüîâîþ ïðàâîþ ÷àñòèíîþ.

Òåîðåìà 2. Íåõàé L ∈ N , n ∈ N , L < (n + 1)/2 i f(z) =
L−1∑
k=0

αkz
k +

L−1∑
k=0

βkz̄
k. Òîäi äëÿ êîæíîãî

ïðàâèëüíîãî n -êóòíèêà pn(z, r) ç öåíòðîì â òî÷öi z i ðàäióñîì âïèñàíîãî êîëà r âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü∫ ∫
Pn(z,r)

(ζ − z)n−Lf(ζ)dξdη = 0.

Ó ïðåäñòàâëåíié ðîáîòi âèÿâëåíî, ùî ôóíêöiÿ âèäó

f(z) =

h∑
k=0

m−1∑
l=0

ck,lz
kz̄l, (1)

çàäîâiëüíÿ¹ iíòåãðàëüíîìó ðiâíÿííþ iç ñåðåäíiì çíà÷åííÿì ó âèïàäêó ìíîãîêóòíèêà ïðè ïîâîðîòi íà êóò
α, 0 6 α 6 2π .

Îñíîâíà ÷àñòèíà
Òåîðåìà 3. Íåõàé n,m, h ∈ N , 0 6 h 6 n − s , 0 6 s 6 m − 1 i ôóíêöiÿ f(z) ìà¹ âèãëÿä (1). Òîäi äëÿ
êîæíîãî ïðàâèëüíîãî n -êóòíèêà pn(0, r) ç öåíòðîì â òî÷öi 0 i ðàäióñîì r âïèñàíîãî êîëà âèêîíó¹òüñÿ
ðiâíiñòü ∫ ∫

Pn(0,r)

wsf(eiαw + eiαz)dudv =
h+s∑
p=s

nr2p+2λp

(2p+ 2)(p− s)!p!

(
∂

∂z

)p−s(
∂

∂z̄

)p

f(eiαz),
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äå

λp =

π/n∫
−π/n

1

cos2p+2t
dt.

Äîâåäåííÿ. Ïî÷íåìî ç ëiâî¨ ÷àñòèíè âèõiäíîãî ðiâíÿííÿ.∫ ∫
Pn(0,r)

wsf(eiαw + eiαz)dudv =

∫ ∫
Pn(0,r)

ws
h∑

k=0

m−1∑
l=0

ck,l(e
iαw + eiαz)

k
(eiαw̄ + eiαz̄)

l
dudv =

=

∫ ∫
Pn(0,r)

ws
h∑

k=0

m−1∑
l=0

ck,l

 k∑
j=0

Cj
k(e

iαw)j(eiαz)k−j

( l∑
p=0

Cp
l (e

iαw̄)p(eiαz̄)l−p

)
dudv;

ïðè óìîâi, ùî w = ρeiφ , ìà¹ìî

n∑
ν=1

h∑
k=0

m−1∑
l=0

ck,l

2πν/n∫
2π(ν−1)/n

dφ

r
cos(φ−2π(ν−1/2)/n)∫

0

ρseiφs
k∑

j=0

Cj
k(ρe

iφeiα)j(zeiα)k−j×

×
l∑

p=0

Cp
l (ρe

−iφeiα)p(z̄eiα)l−pρdρ.

Ïåðåòâîðþþ÷è îñòàííié âèðàç, îòðèìà¹ìî

n∑
ν=1

h∑
k=0

m−1∑
l=0

k∑
j=0

l∑
p=0

ck,le
iα(k+l)Cj

kC
p
l z

k−j z̄l−p rs+j+p+2

s+ p+ j + 2
×

×
2πν/n∫

2π(ν−1)/n

e(s+j−p)iφ

coss+j+p+2(φ− 2π(ν − 1/2)/n)
dφ.

Çðîáèìî íàñòóïíó çàìiíó t = φ− 2π(ν − 1/2)/n . Òîäi ìà¹ìî

h∑
k=0

m−1∑
l=0

k∑
j=0

l∑
p=0

ck,le
iα(k+l)Cj

kC
p
l z

k−j z̄l−p rs+j+p+2

s+ p+ j + 2
×

×
(
ei(s+j−p)π

n + ei(s+j−p) 3π
n + ...+ ei(s+j−p)

π(2n−1)
n

) π/n∫
−π/n

e(s+j−p)it

coss+j+p+2t
dt.

Ïðîäîâæóþ÷è ìiðêóâàííÿ, îòðèìà¹ìî

h∑
k=0

m−1∑
l=0

l∑
p=0

∑
q∈[ s−p

n , k+s−p
n ]∩N

(−1)qck,le
iα(k+l)Cqn+p−s

k Cp
l z

k−qn−p+sz̄l−p rqn+2p+2

qn+ 2p+ 2
×

×
π/n∫
−π/n

eiqnt

cosqn+2p+2t
dt.

Ñïèðàþ÷èñü íà çíà÷åííÿ q â îñòàííié ñóìi, îòðèìà¹ìî íàñòóïíå.
ßêùî s > p , òî q = 1 . Â iíøîìó âèïàäêó q = 0 .
Îòæå, ìà¹ìî îêðåìi äâà äîäàíêè

h∑
k=0

m−1∑
l=0

(−1)ck,le
iα(k+l)

s∑
p=0

nCn+p−s
k Cp

l z
k−n−p+sz̄l−p rn+2p+2

n+ 2p+ 2

π/n∫
−π/n

eint

cosn+2p+2t
dt+
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+
h∑

k=0

m−1∑
l=s

l∑
p=s

ck,le
iα(k+l)nCp−s

k Cp
l z

k−p+sz̄l−p r2p+2

2p+ 2

π/n∫
−π/n

dt

cos2p+2t
dt.

Ïãëÿíåìî ó ïåðøîìó äîäàíêó íà Cn+p−s
k .

Çà îçíà÷åííÿì áiíîìiàëüíîãî êîåôiöi¹íòó n+ p− s 6 k , çâiäêè îòðèìà¹ìî ïðîòèði÷÷ÿ.
Àíàëîãi÷íî ó äðóãîìó äîäàíêó 0 6 p− s 6 k . Çâiäñè p 6 k + s .
Òîäi åëåìåíòàðíèìè ïåðåòâîðåííÿìè ìîæíà îòðèìàòè íàñòóïíå.∫ ∫

Pn(0,r)

wsf(eiαw + eiαz)dudv =
h∑

k=0

m−1∑
l=s

min{l,k+s}∑
p=s

ck,le
iα(k+l)nCp−s

k Cp
l z

k−p+sz̄l−p r2p+2

2p+ 2
×

×
π/n∫
−π/n

dt

cos2p+2t
dt.

Äàëi
h+s∑
p=s

h∑
k=p−s

m−1∑
l=p

ck,lnC
p−s
k Cp

l e
iαkzk−p+seiαlz̄l−p×

× r2p+2

2p+ 2

π/n∫
−π/n

dt

cos2p+2t
dt =

h+s∑
p=s

nr2p+2λp

(2p+ 2)(p− s)!p!

(
∂

∂z

)p−s(
∂

∂z̄

)p
(

h∑
k=0

m−1∑
l=0

ck,l(e
iαz)k(eiαz̄)l

)
.

Îòæå, ìà¹ìî ∫ ∫
Pn(z,r)

(ζ − z)sf(eiαζ)dξdη =

h+s∑
p=s

nr2p+2λp

(2p+ 2)(p− s)!p!

(
∂

∂z

)p−s(
∂

∂z̄

)p

f(eiαz),

äå

λp =

π/n∫
−π/n

1

cos2p+2t
dt.

Öå i ¹ øóêàíà ðiâíiñòü. 2

Âèñíîâêè
Â ðîáîòi ðîçãëÿíóòî ïèòàííÿ óñåðåäíåíü ïî âåðøèíàõ ïðàâèëüíèõ ìíîãîêóòíèêiâ. Îòðèìàíî òâåð-

äæåííÿ äëÿ ìíîæèíè ãëàäêèõ ôóíêöié ó êðóçi íà êîìïëåêñíié ïëîùèíi, ùî ìàþòü ñïåöiàëüíèé âèãëÿä.
Ñëiä âiäìiòèòè, ùî ôóíêöi¨ âèäó (1) ¹ m -àíàëiòè÷íèìè ôóíêöiÿìè.

Òåîðåìó 3 ìîæíà ðîçãëÿäàòè, ÿê ÷àñòèíó äîâåäåííÿ íà øëÿõó îòðèìàííÿ êðèòåðiþ äëÿ âèêîíàííÿ
iíòåãðàëüíî¨ ðiâíîñòi, ëiâà ÷àñòèíà ÿêî¨ ¹ äîáóòêîì íàòóðàëüíèõ ñòåïåíiâ ôîðìàëüíèõ ïîõiäíèõ Êîøi.
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ÈÍÒÅÃÐÀËÜÍÎÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ Ñ ÓÑÐÅÄÍÅÍÈÅÌ ÏÎ ÌÍÎÃÎÓÃÎËÜÍÈÊÓ

Ïåðåâåðçåâà Þ.Â.
ÐÅÇÞÌÅ
Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíà òåîðåìà î ñðåäíåì äëÿ ôóíêöèè ñïåöèàëüíîãî âèäà â ñëó÷àå ìíîãîóãîëüíèêà

ñ ïîëèíîìèàëüíûì âåñîì.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: òåîðåìà î ñðåäíåì, ïðàâèëüíûé ìíîãîóãîëüíèê, ïðîèçâîäíûå Êîøè.

INTEGRAL MEAN VALUE EQUATION OVER THE POLYGON

Perevierzieva Yu.V.
SUMMARY
A mean value theorem for special function in the case of polygon with polynomial weight is represented.
Key words: mean value theorem, regular polygon, Cauchy derivatives
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