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Íà îñíîâi òðèâèìiðíèõ ëiíåàðèçîâàíèõ ðiâíÿíü Íàâ'¹ � Ñòîêñà äëÿ øàðó â'ÿçêî¨ ñòèñëèâî¨ ðiäèíè òà
ëiíiéíèõ ðiâíÿíü êëàñè÷íî¨ òåîði¨ ïðóæíîñòi äëÿ òâåðäîãî øàðó ïîáóäîâàíî äèñïåðñiéíi êðèâi, à òàêîæ
äîñëiäæåíî ïîøèðåííÿ ãàðìîíi÷íèõ õâèëü ó øèðîêîìó äiàïàçîíi ÷àñòîò. Ïðîàíàëiçîâàíî âïëèâ â'ÿçêîñòi
ðiäèíè, òîâùèíè ïðóæíîãî i ðiäêîãî øàðiâ íà ôàçîâi øâèäêîñòi, êîåôiöi¹íòè çãàñàííÿ òà äèñïåðñiþ ìîä
äëÿ ãiäðîïðóæíî¨ ñèñòåìè ç òîâñòèì ðiäêèì øàðîì. Ïîêàçàíî, ùî â'ÿçêà ðiäèíà äëÿ ðÿäó ìîä âèêëè-
êà¹ çìiíó êðèòè÷íèõ ÷àñòîò, çìiùåííÿ äèñïåðñiéíèõ êðèâèõ, à òàêîæ ïðèçâîäèòü äî âèíèêíåííÿ íîâèõ
ìîä. Âñòàíîâëåíî ëîêàëiçàöiéíi âëàñòèâîñòi êâàçiëåìáîâñüêèõ ìîä. ×èñëîâi ðåçóëüòàòè íàâåäåíî ó âèãëÿäi
ãðàôiêiâ òà äàíî ¨õ àíàëiç.

Êëþ÷îâi ñëîâà: ãàðìîíi÷íi õâèëi, äèñïåðñiÿ õâèëü, ïðóæíèé øàð, øàð â'ÿçêî¨ ñòèñëèâî¨ ðiäèíè.

Âñòóï
Ðîçâèòîê íàóêè i òåõíiêè âèñóâà¹ íîâi ïiäâèùåíi âèìîãè äî äîñëiäæåíü ó ãàëóçi àåðîãiäðîïðóæíîñòi

é, çîêðåìà, äî âèâ÷åííÿ ðîçïîâñþäæåííÿ õâèëü ó ïðóæíèõ òiëàõ, ùî êîíòàêòóþòü ç ðiäèíîþ. Ñóòíiñòü ¨õ
ïîëÿãà¹ â íåîáõiäíîñòi ïîâíiøîãî âðàõóâàííÿ âëàñòèâîñòåé ðåàëüíèõ òâåðäèõ i ðiäêèõ ñåðåäîâèù i íà öié
îñíîâi àäåêâàòíîãî îïèñó ðiçíîìàíiòíèõ ÿâèù i ìåõàíi÷íèõ åôåêòiâ, õàðàêòåðíèõ äëÿ äèíàìi÷íèõ ïðîöåñiâ
ó ãiäðîïðóæíèõ õâèëåâîäàõ. Õâèëi, ùî ïîøèðþþòüñÿ óçäîâæ ãðàíèöi êîíòàêòó ïðóæíîãî øàðó òà øàðó
ðiäèíè, íàëåæàòü äî ÷èñëà óçàãàëüíåíü  ðóíòîâíî äîñëiäæåíèõ îñíîâíèõ òèïiâ àêóñòè÷íèõ õâèëü: Ðåëåÿ,
Ñòîóíëi, Ëÿâà òà Ëåìáà. Îãëÿä ðîáiò i àíàëiç ðåçóëüòàòiâ, îòðèìàíèõ ó ðàìêàõ êëàñè÷íî¨ òåîði¨ ïðóæíî-
ñòi òà ìîäåëi iäåàëüíî¨ ñòèñëèâî¨ ðiäèíè, íàâåäåíî â [1]. Ðàçîì ç òèì, çíà÷íå ïðàêòè÷íå âèêîðèñòàííÿ
ïîâåðõíåâèõ õâèëü âèìàãà¹ âðàõóâàííÿ âëàñòèâîñòåé, ÿêi ïðèòàìàííi ðåàëüíèì ñåðåäîâèùàì. Äî òàêèõ
ôàêòîðiâ íàëåæèòü â'ÿçêiñòü ðiäèíè. Çàäà÷i, ÿêi ðîçãëÿíóòî, òà ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi ç óðàõóâàííÿì öi¹¨
âëàñòèâîñòi ðiäèíè, íàâåäåíî â [2�4].

Ïîñòàíîâêà çàäà÷i
Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ïðî ïîøèðåííÿ àêóñòè÷íèõ õâèëü â ãiäðîïðóæíié ñèñòåìi, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç øàðó

íüþòîíiâñüêî¨ â'ÿçêî¨ ñòèñëèâî¨ ðiäèíè òà içîòðîïíîãî ïðóæíîãî øàðó. Ðiøåííÿ îòðèìà¹ìî iç çàëó÷åííÿì
òðèâèìiðíèõ ëiíiéíèõ ðiâíÿíü êëàñè÷íî¨ òåîði¨ ïðóæíîñòi äëÿ òâåðäîãî òiëà òà ëiíåàðèçîâàíèõ ðiâíÿíü
Íàâ'¹ � Ñòîêñà äëÿ ðiäèíè, ùî çíàõîäèòüñÿ â ñòàíi ñïîêîþ [5�9]. Â ðàìêàõ ïðèéíÿòèõ ìîäåëåé îñíîâíi
ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ ñèñòåìè: ïðóæíå òiëî � â'ÿçêà ñòèñëèâà ðiäèíà ìàòèìóòü âèãëÿä:
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äå ui � êîìïîíåíòè âåêòîðà ïåðåìiùåíü òâåðäîãî òiëà; ρ � ùiëüíiñòü ìàòåðiàëó ïðóæíîãî øàðó; λ òà
µ � êîíñòàíòè Ëÿìå ìàòåðiàëó òâåðäîãî òiëà; vi � ñêëàäîâi âåêòîðà çáóðåíü øâèäêîñòi ðiäèíè; ρ∗ òà p
� çáóðåííÿ ùiëüíîñòi òà òèñêó â ðiäèíi; ν∗ òà µ∗ � êiíåìàòè÷íèé òà äèíàìi÷íèé êîåôiöi¹íòè â'ÿçêîñòi
ðiäèíè; ρ0 òà a0 � ùiëüíiñòü òà øâèäêiñòü çâóêó â ðiäèíi ó ñòàíi ñïîêîþ; pij òà σij � ñêëàäîâi íàïðóæåíü
âiäïîâiäíî â ðiäèíi òà ïðóæíîìó òiëi.

Ðiâíîñòi (1) îïèñóþòü ïîâåäiíêó ïðóæíîãî òiëà. Ìàëi êîëèâàííÿ â'ÿçêî¨ ñòèñëèâî¨ ðiäèíè, ùî çíàõî-
äèòüñÿ â ñòàíi ñïîêîþ òà áåç âðàõóâàííÿ òåïëîâèõ åôåêòiâ, îïèñóþòü ñïiââiäíîøåííÿ (2)�(3).
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Äàëi ïðèïóñòèìî, ùî ïðóæíèé øàð çàéìà¹ îá'¹ì: −∞ < z1 < ∞, −h2 6 z2 6 0,−∞ < z3 < ∞ òà
êîíòàêòó¹ ç øàðîì â'ÿçêî¨ ñòèñëèâî¨ ðiäèíè, ùî çàïîâíþ¹ îá'¹ì: −∞ < z1 < ∞, 0 6 z2 6 h1,−∞ < z3 < ∞ .
Áóäåìî ââàæàòè, ùî çîâíiøíi ñèëè, ÿêi äiþòü íà çàçíà÷åíi ñåðåäîâèùà, ðîçïîäiëåíi ðiâíîìiðíî óçäîâæ
îñi oz3 . Îñêiëüêè ó öüîìó âèïàäêó õâèëÿ, ÿêà áiæèòü ó íàïðÿìêó îñi oz1 , i çáóðåííÿ, ùî ¨¨ âèêëèêàþòü,
íå çàëåæàòü âiä çìiííî¨ z3 , òî çàäà÷à áóäå ïëîñêîþ i ìîæíà îáìåæèòèñÿ âèâ÷åííÿì ïðîöåñó ïîøèðåííÿ
õâèëü ó ïëîùèíi oz1z2 . Îòæå, çàçíà÷åíà çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî ðîçâ'ÿçàííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü (1)�(3) ïðè
òàêèõ ãðàíè÷íèõ óìîâàõ:
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Íàäàëi äëÿ âèðiøåííÿ çàäà÷i ãiäðîïðóæíîñòi ñêîðèñòà¹ìîñÿ ïðåäñòàâëåííÿìè çàãàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ
äëÿ ïðóæíèõ òië i â'ÿçêî¨ ñòèñëèâî¨ ðiäèíè, çàïðîïîíîâàíèìè â ðîáîòàõ [5�9]
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Äëÿ àíàëiçó ïîøèðåííÿ çáóðåíü, ÿêi ãàðìîíi÷íî çìiíþþòüñÿ ç ÷àñîì, ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè ðiâíÿíü
ðîçøóêóþòüñÿ ó êëàñi áiæó÷èõ õâèëü

χj = Xj(z2)exp[i(kz1 − ωt)](j = 1, 3),

äå k (k = (β + iγ) � õâèëüîâå ÷èñëî; γ � êîåôiöi¹íò çãàñàííÿ õâèëi; ω � êðóãîâà ÷àñòîòà; i2 = −1 .
Çàóâàæèìî, ùî îáðàíèé ó äàíié ðîáîòi êëàñ ãàðìîíi÷íèõ õâèëü, ÿêèé ¹ íàéáiëüø ïðîñòèì i çðó÷íèì

ó òåîðåòè÷íèõ äîñëiäæåííÿõ, íå îáìåæó¹ çàãàëüíîñòi îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ, îñêiëüêè ëiíiéíà õâèëÿ äî-
âiëüíî¨ ôîðìè, ÿê âiäîìî, ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíà íàáîðîì ãàðìîíi÷íèõ ñêëàäîâèõ. Äàëi ðîçâ'ÿçóþòüñÿ
äâi çàäà÷i Øòóðìà � Ëióâiëëÿ íà âëàñíi çíà÷åííÿ äëÿ ðiâíÿíü ðóõó ïðóæíîãî òiëà òà ðiäèíè, à òàêîæ
çíàõîäÿòüñÿ âiäïîâiäíi âëàñíi ôóíêöi¨. Ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè ðîçâ'ÿçêiâ ó ãðàíè÷íi óìîâè (4)�(6) îòðèìó¹-
ìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü âiäíîñíî ñòàëèõ iíòåãðóâàííÿ. Âèõîäÿ÷è ç óìîâè
iñíóâàííÿ íåòðèâiàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó òà ïðèðiâíþþ÷è âèçíà÷íèê ñèñòåìè äî íóëÿ, îòðèìó¹ìî äèñïåðñiéíå
ðiâíÿííÿ

det ∥ emn(c, γ, λ, µ, ρ, ρ0, a0, µ
∗, ωh1/cs, ωh2/cs) ∥= 0(m,n = 1, 8), (7)

äå c � ôàçîâà øâèäêiñòü ìîä ó ãiäðîïðóæíié ñèñòåìi; h1 � òîâùèíà øàðó ðiäèíè; h2 � òîâùèíà ïðóæíîãî
øàðó; cs (c2s = µ/ρ) � øâèäêiñòü õâèëi çñóâó â ìàòåðiàëi ïðóæíîãî òiëà.

Çàóâàæèìî, ùî îñîáëèâiñòü ðîçïîâñþäæåííÿ çáóðåíü ó ãiäðîïðóæíîìó õâèëåâîäi çàçíà÷åíî¨ ñòðóêòó-
ðè çóìîâëåíà íàÿâíiñòþ â ïðóæíîìó òiëi òà ðiäèíi ãðàíè÷íèõ ïîâåðõîíü. Öå çíà÷íî óñêëàäíþ¹ êàðòèíó
õâèëüîâîãî ïîëÿ ó íüîìó. Ïðè÷èíîþ öüîãî ¹ òå, ùî ó ôîðìóâàííi ïîëÿ â ãiäðîïðóæíié ñèñòåìi ñóòò¹âó ðîëü
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âiäiãðàþòü íå òiëüêè íàÿâíiñòü ðiäèíè, à òàêîæ âçà¹ìîäiÿ õâèëü ç ïîâåðõíåþ ïðóæíîãî òiëà, êîíòàêòóþ-
÷îãî ç ðiäêèì ñåðåäîâèùåì, àëå é íàÿâíiñòü âiëüíèõ ãðàíèöü òà ¨õ âçà¹ìîâïëèâ. Âçà¹ìîäiÿ ïîçäîâæíèõ
òà ïîïåðå÷íèõ õâèëü íà ãðàíè÷íèõ ïîâåðõíÿõ, ïðèçâîäèòü äî âèíèêíåííÿ ñêëàäíîãî õâèëüîâîãî ïîëÿ ó
ãiäðîïðóæíié ñèñòåìi.

Âiäçíà÷èìî, ùî îòðèìàíå äèñïåðñiéíå ðiâíÿííÿ (7) ¹ íàéáiëüø çàãàëüíèì i ç íüîãî ìîæíà îòðèìàòè
ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ ðÿäó ÷àñòèííèõ âèïàäêiâ, ÿêi ðîçãëÿíóòi â ðîáîòàõ [1, 2]. Çîêðåìà, ÿêùî a0 ñïðÿìó-
âàòè äî íåñêií÷åííîñòi, òî (7) ïåðåõîäèòü ó ðiâíÿííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ ìîä ó âèïàäêó âçà¹ìîäi¨ ç
â'ÿçêîþ íåñòèñëèâîþ ðiäèíîþ. ßêùî µ∗ ïîêëàñòè ðiâíèì íóëþ, òî ç (7) îòðèìà¹ìî ðåçóëüòàòè äëÿ ãiäðî-
ïðóæíî¨ ñèñòåìè ç iäåàëüíîþ ðiäèíîþ [1, 2]. Ïðè ρ0 = 0 ðiâíiñòü (7) ïåðåéäå â ðiâíÿííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ
øâèäêîñòåé õâèëü Ëåìáà [1]. ßêùî äîäàòêîâî ñïðÿìóâàòè h2 äî íåñêií÷åííîñòi, îòðèìà¹ìî ñïiââiäíîøå-
ííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ øâèäêîñòåé ïîâåðõíåâèõ õâèëü Ðåëåÿ [1]. Ïðè ρ0 ̸= 0 òà h1 → ∞ ðiâíiñòü ïåðåéäå ó
ðiâíÿííÿ Ñòîóíëi � Øîëüòå [1].

×èñåëüíi ðåçóëüòàòè
Ó ïîäàëüøîìó äèñïåðñiéíå ðiâíÿííÿ (7) ðîçâ'ÿçóâàëîñÿ ÷èñåëüíî. Ïðè öüîìó ðîçðàõóíêè ïðîâîäè-

ëèñÿ äëÿ ñèñòåìè: ñòàëü � âîäà, ÿêà õàðàêòåðèçóâàëàñÿ òàêèìè ïàðàìåòðàìè: ïðóæíèé øàð � ρ = 7800
êã/ì 3 , λ = 9, 26 · 1010 Ïà, µ = 7, 75 · 1010 Ïà; øàð ðiäèíè � ρ0 = 1000 êã/ì 3 , a0 = 1459, 5 ì/c,
ā0 = a0/cs = 0, 463021 , µ̄∗ = 0, 001 . Ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü íàâåäåíî íà ðèñ. 1�11.

Íà ðèñ. 1 äëÿ ïðóæíîãî øàðó, ÿêèé íå âçà¹ìîäi¹ ç ðiäèíîþ, ïðèâåäåíî çàëåæíîñòi áåçðîçìiðíèõ
âåëè÷èí ôàçîâèõ øâèäêîñòåé íîðìàëüíèõ ìîä Ëåìáà c̄ (c̄ = c/cs) âiä áåçðîçìiðíî¨ âåëè÷èíè òîâùèíè
ïðóæíîãî øàðó h̄2 (h̄2 = ωh2/cs) . Íîìåðàìè na ïîçíà÷åíî àíòèñèìåòðè÷íi ìîäè, à ns � âiäïîâiäíî
ñèìåòðè÷íi ìîäè [10].

Ðèñ. 1: Çàëåæíîñòi áåçðîçìiðíèõ âåëè÷èí ôàçîâèõ øâèäêîñòåé c̄ íîðìàëüíèõ õâèëü Ëåìáà âiä áåçðîç-
ìiðíî¨ âåëè÷èíè òîâùèíè ïðóæíîãî øàðó h̄2

Íà ðèñ. 2�4 ïðåäñòàâëåíi äèñïåðñiéíi êðèâi äëÿ ãiäðîïðóæíîãî õâèëåâîäó, ÿêi ïîêàçóþòü çàëåæíîñòi
áåçðîçìiðíèõ âåëè÷èí ôàçîâèõ øâèäêîñòåé êâàçiëåìáîâñüêèõ ìîä c̄ âiä áåçðîçìiðíî¨ âåëè÷èíè òîâùèíè
ïðóæíîãî øàðó h̄2 äëÿ òîâñòîãî ðiäêîãî øàðó ç òîâùèíîþ h̄1 (h̄1 = ωh1/cs) , ðiâíîþ 20 òà µ̄∗ = 0, 001 .
Íà ðèñ. 4 øðèõîâîþ ëiíi¹þ ïîçíà÷åíà äèñïåðñiéíà êðèâà 16i , ÿêà ¹ â ÷àñòîòíîìó ñïåêòði ãiäðîïðóæíîãî
õâèëåâîäó ç øàðîì iäåàëüíî¨ ðiäèíè òà âiäñóòíÿ ïðè âçà¹ìîäi¨ òâåðäîãî øàðó ç â'ÿçêèì ðiäêèì øàðîì.

Íà ðèñóíêàõ 1, 3 òà 4 ïðÿìèìè øòðèõîâèìè ëiíiÿìè ïîçíà÷åíi àñèìïòîòè, äî ÿêèõ ïðÿìóþòü ôàçîâi
øâèäêîñòi âiäïîâiäíèõ ìîä.

Íà ðèñ. 5�7 ïðåäñòàâëåíi çàëåæíîñòi áåçðîçìiðíèõ âåëè÷èí êîåôiöi¹íòiâ çãàñàííÿ êâàçiëåìáîâñüêèõ
ìîä γ̄ (γ̄ = γ/ks, ks � õâèëüîâå ÷èñëî õâèëi çñóâó â ìàòåðiàëi ïðóæíîãî øàðó) âiä áåçðîçìiðíî¨ âåëè÷èíè
òîâùèíè ïðóæíîãî øàðó h̄2 äëÿ òîâñòîãî ðiäêîãî øàðó ç òîâùèíîþ h̄1 , ðiâíîþ 20 òà µ̄∗ = 0, 001 .

Õàðàêòåð âïëèâó â'ÿçêîñòi ðiäèíè (µ̄∗ = 0, 001) íà øâèäêîñòi ìîä ó ãiäðîïðóæíié ñèñòåìi iëþñòðó-
þòü ãðàôiêè íà ðèñ. 8�11, äå ïðåäñòàâëåíi çàëåæíîñòi âiäíîñíèõ çìií âåëè÷èí ôàçîâèõ øâèäêîñòåé c∗
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Ðèñ. 2: Çàëåæíîñòi áåçðîçìiðíèõ âåëè÷èí ôàçîâèõ øâèäêîñòåé c̄ êâàçiëåìáîâñüêèõ ìîä 1�10 âiä áåçðîç-
ìiðíî¨ âåëè÷èíè òîâùèíè ïðóæíîãî øàðó h̄2

Ðèñ. 3: Çàëåæíîñòi áåçðîçìiðíèõ âåëè÷èí ôàçîâèõ øâèäêîñòåé c̄ êâàçiëåìáîâñüêèõ ìîä 11�14 âiä áåçðîç-
ìiðíî¨ âåëè÷èíè òîâùèíè ïðóæíîãî øàðó h̄2

(c∗ = c̄i−c̄v
c̄i

, c̄i � ôàçîâà øâèäêiñòü íîðìàëüíèõ õâèëü ó ãiäðîïðóæíié ñèñòåìi ç iäåàëüíîþ ðiäèíîþ; c̄v
� ôàçîâà øâèäêiñòü ìîä ó ñèñòåìi ç â'ÿçêîþ ðiäèíîþ) âiä áåçðîçìiðíî¨ âåëè÷èíè òîâùèíè ïðóæíîãî øàðó
h̄2 . Íà öèõ ðèñóíêàõ íàâåäåíî ãðàôiêè äëÿ ãiäðîïðóæíîãî õâèëåâîäó, òîâùèíà øàðó ðiäèíè ÿêîãî h̄1

äîðiâíþ¹ 20.

Àíàëiç ÷èñëîâèõ ðåçóëüòàòiâ
Ç ãðàôiêiâ, íàâåäåíèõ íà ðèñ. 1, âèïëèâà¹, ùî øâèäêiñòü íóëüîâî¨ àíòèñèìåòðè÷íî¨ ìîäè Ëåìáà ïðè

çðîñòàííi òîâùèíè ïðóæíîãî øàðó h̄2 ïðÿìó¹ äî øâèäêîñòi õâèëi Ðåëåÿ c̄R (c̄R = cR/cs = 0, 923008)
çíèçó, à øâèäêiñòü íóëüîâî¨ ñèìåòðè÷íî¨ ìîäè ïðÿìó¹ äî øâèäêîñòi õâèëi Ðåëåÿ c̄R (c̄R = 0, 923008)
çâåðõó. Øâèäêîñòi óñiõ âèùèõ ìîä Ëåìáà c̄ ïðè çáiëüøåííi òîâùèíè ïðóæíîãî øàðó h̄2 ïðÿìóþòü äî
øâèäêîñòi õâèëi çñóâó â ìàòåðiàëi ïðóæíîãî òiëà c̄s [1, 10].

Ãðàôi÷íèé ìàòåðiàë äëÿ ãiäðîïðóæíî¨ ñèñòåìè, íàâåäåíèé íà ðèñ. 2 i 3, ïîêàçó¹, ùî ïðè çðîñòàí-
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Ðèñ. 4: Çàëåæíîñòi áåçðîçìiðíèõ âåëè÷èí ôàçîâèõ øâèäêîñòåé c̄ êâàçiëåìáîâñüêèõ ìîä 15�23 âiä áåçðîç-
ìiðíî¨ âåëè÷èíè òîâùèíè ïðóæíîãî øàðó h̄2

Ðèñ. 5: Çàëåæíîñòi áåçðîçìiðíèõ âåëè÷èí êîåôiöi¹íòiâ çãàñàííÿ γ̄ êâàçiëåìáîâñüêèõ ìîä 1�12 âiä áåç-
ðîçìiðíî¨ âåëè÷èíè òîâùèíè ïðóæíîãî øàðó h̄2

íi òîâùèíè ïðóæíîãî øàðó h̄2 øâèäêiñòü ïåðøî¨ ìîäè ïðÿìó¹ çíèçó äî øâèäêîñòi õâèëi Ñòîóíëi c̄st
(c̄st = 0, 461819) , ÿêà äåùî ìåíøà øâèäêîñòi õâèëi çâóêó â ðiäêîìó ñåðåäîâèùi ā0 (ā0 = 0, 463021) . Âåëè-
÷èíè ôàçîâèõ øâèäêîñòåé ìîä 2�12 ïðÿìóþòü äî øâèäêîñòåé õâèëü, âåëè÷èíè ÿêèõ áiëüøi øâèäêîñòi çâó-
êîâî¨ õâèëi â ðiäèíi ā0 (ā0 = 0, 463021) , àëå ìåíøi øâèäêîñòi êâàçiðåëå¨âñüêî¨ õâèëi c̄R (c̄R = 0, 923063) .
Õàðàêòåðíîþ îñîáëèâiñòþ äèñïåðñiéíèõ êðèâèõ öèõ íîðìàëüíèõ õâèëü ¹ íàÿâíiñòü ó íèõ íóëüîâèõ ÷àñòîò
çàìèêàííÿ. Êðiì òîãî, ó ìiðó çìåíøåííÿ äîâæèíè õâèëi òà âiääàëåííÿ âiä ÷àñòîò çàìèêàííÿ âîíè ñòàþòü
ïðàêòè÷íî áåçäèñïåðñiéíèìè.

Ç ãðàôiêiâ ðèñ. 3 òà 4 òàêîæ âèïëèâà¹, ùî øâèäêiñòü ìîäè 13 çi çáiëüøåííÿì òîâùèíè ïðóæíîãî
øàðó h̄2 ïðÿìó¹ äî øâèäêîñòi õâèëi Ðåëåÿ c̄R (c̄R = 0, 923063) çíèçó, à ôàçîâà øâèäêiñòü ìîäè 14 � äî
øâèäêîñòi õâèëi Ðåëåÿ c̄R (c̄R = 0, 923063) çâåðõó. Ôàçîâi øâèäêîñòi âñiõ íàñòóïíèõ ìîä âèùîãî ïîðÿäêó
çi çðîñòàííÿì òîâùèíè h̄2 ïðÿìóþòü äî øâèäêîñòi õâèëi çñóâó â ìàòåðiàëi ïðóæíîãî òiëà c̄s (ðèñ. 4).

Ç ãðàôi÷íîãî ìàòåðiàëó, ïðåäñòàâëåíîãî íà ðèñ. 5�7, áåçïîñåðåäíüî, âèïëèâà¹, ùî äëÿ âñiõ ìîä iñíó-
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Ðèñ. 6: Çàëåæíîñòi áåçðîçìiðíèõ âåëè÷èí êîåôiöi¹íòiâ çãàñàííÿ γ̄ êâàçiëåìáîâñüêèõ ìîä 13�16 âiä áåç-
ðîçìiðíî¨ âåëè÷èíè òîâùèíè ïðóæíîãî øàðó h̄2

Ðèñ. 7: Çàëåæíîñòi áåçðîçìiðíèõ âåëè÷èí êîåôiöi¹íòiâ çãàñàííÿ γ̄ êâàçiëåìáîâñüêèõ ìîä 17�24 âiä áåç-
ðîçìiðíî¨ âåëè÷èíè òîâùèíè ïðóæíîãî øàðó h̄2

þòü ïðóæíi øàðè ïåâíî¨ òîâùèíè, ïðè ÿêèõ ìîäè ïîøèðþþòüñÿ ÿê ç íàéìåíøèì, òàê i ç íàéáiëüøèì
çãàñàííÿì. Ç ðîñòîì òîâùèíè ïðóæíîãî øàðó äëÿ êâàçiëåìáîâñüêèõ ìîä, ïî÷èíàþ÷è ç 13, õàðàêòåðíî
çìåíøåííÿ ¨õ âåëè÷èí êîåôiöi¹íòiâ çãàñàííÿ i çàãàëüíîãî âïëèâó â'ÿçêî¨ ðiäèíè íà íèõ.

Ãðàôiêè, íàâåäåíi íà ðèñ. 8�11, iëþñòðóþòü âïëèâ â'ÿçêîñòi ðiäèíè íà ôàçîâi øâèäêîñòi êâàçiëåì-
áîâñüêèõ ìîä. ßê âèïëèâà¹ ç íèõ, äëÿ ðÿäó ìîä iñíóþòü òîâùèíè ïðóæíîãî øàðó (÷àñòîòè), ïðè ÿêèõ
â'ÿçêiñòü ðiäèíè íå âïëèâà¹ íà ¨õ ôàçîâi øâèäêîñòi.

Âïëèâ â'ÿçêî¨ ðiäèíè íà õâèëüîâèé ïðîöåñ
Àíàëiç ÷èñëîâèõ ðåçóëüòàòiâ ïîêàçó¹, ùî â ãiäðîïðóæíîìó õâèëåâîäi ðiäèíà äëÿ ðÿäó êâàçiëåìáîâ-

ñüêèõ ìîä âèêëèêà¹ çìiíó êðèòè÷íèõ ÷àñòîò òà çìiùåííÿ äèñïåðñiéíèõ êðèâèõ â äîâãîõâèëüîâó ÷àñòèíó
ñïåêòðà. Öå ïðèçâîäèòü äî òîãî, ùî â îêîëi òîâùèí ïðóæíîãî øàðó, ïðè ÿêèõ âiäáóâà¹òüñÿ çàðîäæåííÿ
ìîä, âïëèâ ðiäèíè íà âåëè÷èíè ôàçîâèõ øâèäêîñòåé öèõ ìîä ñòà¹ çíà÷íèì.
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Ðèñ. 8: Çàëåæíîñòi âiäíîñíèõ çìií âåëè÷èí ôàçîâèõ øâèäêîñòåé c∗ ìîä 1, 7�10 âiä áåçðîçìiðíî¨ âåëè÷èíè
òîâùèíè ïðóæíîãî øàðó h̄2

Ðèñ. 9: Çàëåæíîñòi âiäíîñíèõ çìií âåëè÷èí ôàçîâèõ øâèäêîñòåé c∗ ìîä 2�6 âiä áåçðîçìiðíî¨ âåëè÷èíè
òîâùèíè ïðóæíîãî øàðó h̄2

Âïëèâ â'ÿçêîñòi ðiäèíè ïîâ'ÿçàíèé ç ¨¨ âçà¹ìîäi¹þ çi çñóâàìè, ùî âèíèêàþòü â ïðóæíî-ðiäèííié ñè-
ñòåìi ïðè ïîøèðåííi õâèëüîâèõ çáóðåíü. Ó òèõ òî÷êàõ ìîä, äå ïåðåâàæàþ÷èìè ¹ çñóâíi çìiùåííÿ íà ìåæi
ðîçäiëó ñåðåäîâèù, âïëèâ â'ÿçêîñòi íàéáiëüøèé i âåëè÷èíè êîåôiöi¹íòiâ çàãàñàííÿ, à òàêîæ âiäíîñíi çìiíè
âåëè÷èí ôàçîâèõ øâèäêîñòåé ïðèéìàþòü ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ. Ó òî÷êàõ õâèëi ç ìàëèìè ïîâåðõíåâèìè
ïîïåðå÷íèìè çìiùåííÿìè, âiäïîâiäíî, i âïëèâ â'ÿçêîñòi íàéìåíøèé. Çi çáiëüøåííÿì òîâùèíè ïðóæíîãî
øàðó ó âñiõ ìîäàõ (êðiì ïåðøî¨) ïåðåâàæàþòü ïîïåðå÷íi çìiùåííÿ, àìïëiòóäà ÿêèõ íà ïîâåðõíÿõ øàðó
ïðÿìó¹ äî íóëÿ â ïîðiâíÿííi ç ¨õ àìïëiòóäàìè â òîâùi øàðó, òîáòî ðóõè â ìîäàõ âèñîêîãî ïîðÿäêó çìiùó-
þòüñÿ âiä ïîâåðõíi âñåðåäèíó øàðó i ëîêàëiçóþòüñÿ â éîãî òîâùi [1]. Íàñëiäêîì öüîãî ¹ çìåíøåííÿ âïëèâó
â'ÿçêî¨ ðiäèíè íà âåëè÷èíè ôàçîâèõ øâèäêîñòåé ìîä ó êîðîòêîõâèëüîâié ÷àñòèíi ñïåêòðó.
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Ðèñ. 10: Çàëåæíîñòi âiäíîñíèõ çìií âåëè÷èí ôàçîâèõ øâèäêîñòåé c∗ ìîä 11�14 âiä áåçðîçìiðíî¨ âåëè÷èíè
òîâùèíè ïðóæíîãî øàðó h̄2

Ðèñ. 11: Çàëåæíîñòi âiäíîñíèõ çìií âåëè÷èí ôàçîâèõ øâèäêîñòåé c∗ ìîä 15�23 âiä áåçðîçìiðíî¨ âåëè÷èíè
òîâùèíè ïðóæíîãî øàðó h̄2

Îñîáëèâîñòi ëîêàëiçàöi¨ êâàçiëåìáîâñüêèõ ìîä
ßê âiäîìî [4], ôàçîâà øâèäêiñòü i ñòðóêòóðà õâèëi Ñòîóíëi ïðè âçà¹ìîäi¨ òâåðäîãî òà ðiäêîãî ïiâ-

ïðîñòîðiâ çàëåæàòü âiä ìåõàíi÷íèõ âëàñòèâîñòåé ãiäðîïðóæíî¨ ñèñòåìè i âèçíà÷àþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì
ìiæ øâèäêiñòþ çâóêó â ðiäêîìó i øâèäêiñòþ õâèëi Ðåëåÿ â òâåðäîìó ïiâïðîñòîðàõ. Ó ðîáîòi [4] ïîêàçàíî,
ùî ÿêùî øâèäêiñòü õâèëi çâóêó â ðiäêîìó ñåðåäîâèùi ìåíøà øâèäêîñòi õâèëi Ðåëåÿ, òî õâèëÿ Ñòîóíëi
ëîêàëiçó¹òüñÿ â ðiäèíi. Â iíøîìó âèïàäêó öÿ õâèëÿ ïîøèðþ¹òüñÿ â ïðóæíîìó ïiâïðîñòîði. Äî õâèëüîâîãî
ïðîöåñó â ñèñòåìi: øàð ðiäèíè � ïðóæíèé øàð öåé êðèòåðié òàêîæ ìîæå áóòè çàñòîñîâàíèé, îñêiëüêè
íèæ÷à êâàçiïîâåðõíåâà ìîäà 1 ¹ õâèëåþ òèïó Ñòîóíëi é ãðàíè÷íå çíà÷åííÿ ¨¨ øâèäêîñòi çi çáiëüøåííÿì
òîâùèíè ïðÿìó¹ äî øâèäêîñòi õâèëi Ñòîóíëi. Âiäìiííiñòü ïîëÿãà¹ ëèøå â òîìó, ùî â öié ãiäðîïðóæíié
ñèñòåìi ïîðiâíþþòüñÿ øâèäêîñòi çâóêîâî¨ õâèëi â ðiäêîìó øàði çi øâèäêiñòþ êâàçiðåëå¨âñüêî¨ õâèëi, ùî
ðîçïîâñþäæó¹òüñÿ óçäîâæ âiëüíî¨ ïîâåðõíi ïðóæíîãî øàðó.
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ßê óæå çàçíà÷àëîñÿ, ìåõàíi÷íi ïàðàìåòðè ãiäðîïðóæíî¨ ñèñòåìè: ñòàëü � âîäà òàêi, ùî øâèäêiñòü
ïîøèðåííÿ çâóêîâî¨ õâèëi â ðiäèíi ā0 (ā0 = 0, 463021) ìåíøà øâèäêîñòi êâàçiðåëå¨âñüêî¨ õâèëi c̄R
(c̄R = 0, 923063) . Çãiäíî ðîáîòè [4] ïðè c̄R > ā0 â êîðîòêîõâèëüîâié ÷àñòèíi ñïåêòðà ãëèáèíà ïðîíè-
êíåííÿ êâàçiïîâåðõíåâî¨ ìîäè 1 â ðiäèíó çíà÷íî áiëüøà ãëèáèíè ïðîíèêíåííÿ â ïðóæíå òiëî. Òîìó ìîäà
1, ïîøèðþþ÷èñü óçäîâæ ãðàíèöi êîíòàêòó ñåðåäîâèù, ëîêàëiçó¹òüñÿ, ïåðåâàæíî, â ïðèïîâåðõíåâié îáëà-
ñòi ðiäêîãî øàðó. Öå âiäíîñèòüñÿ i äî ìîä 2�12, ÿêi òàêîæ ïîøèðþþòüñÿ â ðiäèíi. Âíàñëiäîê òîãî, ùî
æîäíà ç íèæ÷èõ ìîä íå ïðîíèêà¹ â òâåðäå òiëî, ïîâåðõíÿ ïðóæíîãî øàðó, ùî ìåæó¹ ç ðiäèíîþ, çàëèøà-
¹òüñÿ âiëüíîþ âiä íèõ. Öþ îáëàñòü çàéìà¹ ìîäà 13. Øâèäêiñòü öi¹¨ ìîäè, ùî ðîçïîâñþäæó¹òüñÿ óçäîâæ
ãðàíèöi êîíòàêòó ñåðåäîâèù â ïðèïîâåðõíåâié îáëàñòi ïðóæíîãî øàðó, ïðÿìó¹ äî øâèäêîñòi õâèëi Ðåëåÿ
c̄R (c̄R = 0, 923063) çíèçó, ÿê i â ðàçi òâåðäîãî øàðó, íåâçà¹ìîäiþ÷îãî ç ðiäèíîþ. Øâèäêiñòü ìîäè 14,
ùî ïîøèðþ¹òüñÿ â ïðóæíîìó øàði óçäîâæ éîãî âiëüíî¨ ïîâåðõíi, ïðÿìó¹ äî øâèäêîñòi õâèëi Ðåëåÿ c̄R
(c̄R = 0, 923063) çâåðõó. Øâèäêîñòi âñiõ ìîä âèùîãî ïîðÿäêó ïðÿìóþòü äî øâèäêîñòi õâèëi çñóâó â ìàòåði-
àëi òâåðäîãî òiëà i, ÿê çàçíà÷åíî âèùå, ¨õ ðóõè ëîêàëiçóþòüñÿ ó òîâùi ïðóæíîãî øàðó. Òàêèì ÷èíîì, àíàëiç
ïîêàçó¹, ùî â äàíié ïðóæíî-ðiäèííié ñèñòåìi íå òiëüêè ïåðøà ìîäà, à é íèæ÷i ìîäè 2�12, ùî âèíèêàþòü â
ðåçóëüòàòi âçà¹ìîäi¨ ïðóæíîãî øàðó ç ðiäêèì øàðîì, íå ïðîíèêàþòü â òâåðäå òiëî i ïîøèðþþòüñÿ óçäîâæ
ãðàíèöi êîíòàêòó ñåðåäîâèù, ïåðåâàæíî, â ïðèïîâåðõíåâié îáëàñòi ðiäèíè. Óñi iíøi ìîäè âèùîãî ïîðÿäêó,
ÿê çàçíà÷àëîñÿ ðàíiøå, ïîøèðþþòüñÿ â ïðóæíîìó øàði â éîãî òîâùi. Ó öüîìó âèïàäêó õâèëåâîäàìè äëÿ
ïîøèðåííÿ íîðìàëüíèõ õâèëü i ïåðåíåñåííÿ õâèëüîâî¨ åíåðãi¨ ñëóæàòü ÿê ïðóæíèé, òàê i ðiäêèé øàðè.

Âèñíîâêè
Íà îñíîâi òðèâèìiðíèõ ëiíåàðèçîâàíèõ ðiâíÿíü Íàâ'¹ � Ñòîêñà äëÿ â'ÿçêî¨ ñòèñëèâî¨ ðiäèíè òà ëiíié-

íèõ ðiâíÿíü êëàñè÷íî¨ òåîði¨ ïðóæíîñòi äëÿ òâåðäîãî òiëà ðîçãëÿíóòà çàäà÷à ïðî ïîøèðåííÿ ãàðìîíi÷íèõ
õâèëü ó ïðóæíîìó øàði, ùî êîíòàêòó¹ ç ðiäêèì øàðîì. Ðîçâèíóòî ïiäõiä, ÿêèé áàçó¹òüñÿ íà âèêîðèñòàí-
íi ïðåäñòàâëåíü çàãàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ëiíåàðèçîâàíèõ ðiâíÿíü ðóõó ïðóæíîãî òiëà òà ðiäèíè. Îòðèìàíî
äèñïåðñiéíå ðiâíÿííÿ äëÿ çàãàëüíîãî âèïàäêó, êîëè òîâùèíè øàðiâ ïðóæíîãî òà ðiäêîãî øàðiâ ïîðiâíÿí-
íi ç äîâæèíîþ õâèëi. Ïîáóäîâàíî äèñïåðñiéíi êðèâi êâàçiëåìáîâñüêèõ ìîä ó øèðîêîìó iíòåðâàëi ÷àñòîò.
Ïðîàíàëiçîâàíî âïëèâ â'ÿçêîñòi ðiäèíè, òîâùèíè ïðóæíîãî òà ðiäêîãî øàðiâ íà ôàçîâi øâèäêîñòi òà êî-
åôiöi¹íòè çãàñàííÿ ìîä. Ïîêàçàíî, ùî ó âèïàäêó òîâñòîãî ðiäêîãî øàðó òà ñèëüíî æîðñòêîãî ìàòåðiàëó
ïðóæíîãî øàðó äëÿ ðÿäó ìîä iñíóþòü ïðóæíi øàðè ïåâíî¨ òîâùèíè òà ïåâíi ÷àñòîòè, äëÿ ÿêèõ â'ÿçêiñòü
ðiäèíè íå âïëèâà¹ íà ¨õ ôàçîâi øâèäêîñòi. Âñòàíîâëåíî ëîêàëiçàöiéíi âëàñòèâîñòi êâàçiëåìáîâñüêèõ ìîä.
Ðîçâèíåíèé ïiäõiä òà îòðèìàíi ðåçóëüòàòè äîçâîëÿþòü äëÿ õâèëåâèõ ïðîöåñiâ âñòàíîâèòè ìåæi çàñòîñó-
âàííÿ ìîäåëi iäåàëüíî¨ ñòèñëèâî¨ ðiäèíè. Âèÿâëåíi çàêîíîìiðíîñòi ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi ïðè ðîçðîáöi
óëüòðàçâóêîâèõ íåðóéíiâíèõ ìåòîäiâ âèçíà÷åííÿ òà êîíòðîëþ íàïðóæåíü â ìàòåðiàëàõ i åëåìåíòàõ êîí-
ñòðóêöié, à òàêîæ ó òàêèõ îáëàñòÿõ, ÿê ñåéñìîëîãiÿ, ñåéñìîðîçâiäêà òà iíøèõ.

Ïóáëiêàöiÿ ìiñòèòü ðåçóëüòàòè äîñëiäæåíü, ïðîâåäåíèõ çà ãðàíòîâî¨ ïiäòðèìêè Äåðæàâíîãî ôîíäó
ôóíäàìåíòàëüíèõ äîñëiäæåíü çà êîíêóðñíèì ïðîåêòîì Ô71/80-2016.

Ëiòåðàòóðà
[1] Âèêòîðîâ È.À. Çâóêîâûå ïîâåðõíîñòíûå âîëíû â òâåðäûõ òåëàõ. � Ì.: Íàóêà, 1981. � 288 ñ.
[2] Ãóçü À.Í., Æóê À.Ï., Áàãíî À.Ì. Äèíàìèêà óïðóãèõ òåë, òâåðäûõ è æèäêèõ ÷àñòèö â ñæèìàåìîé

âÿçêîé æèäêîñòè (Îáçîð) // Ïðèêë. ìåõàíèêà. � 2016. � 52, � 5. � Ñ. 3�77.
[3] Ottenio M., Destrade M., Ogden R.W. Acoustic waves at the interface of a pre-stressed incompressible

elastic solid and a viscous �uid // Int. Journal of Non-Linear Mech. � 2007. � � 2(42). � P. 310�320.
[4] Âîëüêåíøòåéí Ì.Ì., Ëåâèí Â.Ì. Ñòðóêòóðà âîëíû Ñòîóíëè íà ãðàíèöå âÿçêîé æèäêîñòè è òâåðäîãî

òåëà // Àêóñò. æóðíàë. � 1988. � � 4(34). � Ñ. 608�615.
[5] Guz A. N. Aerohydroelasticity Problems for Bodies with Initial Stresses // Int. Appl. Mech. � 1980. � 16,

N 3. � P. 175�190.
[6] Ãóçü À.Í. Äèíàìèêà ñæèìàåìîé âÿçêîé æèäêîñòè. � Ê.: À.Ñ.Ê., 1998. � 350 ñ.
[7] Guz A.N. Compressible, Viscous Fluid Dynamics (review). Part 1 // Int. Appl. Mech. � 2000. � 36, N 1.

� P. 14�39.
[8] Guz A.N. The Dynamics of a Compressible Viscous Liquid (review). II // Int. Appl. Mech. � 2000. � 36,

N 3. � P. 281�302.
[9] Guz A.N. Dynamics of compressible viscous �uid. � Cambridge: Cambridge Scienti�c Publishers, 2009. �

428 p.
[10] Ãóçü À.Í., Æóê À.Ï., Ìàõîðò Ô.Ã. Âîëíû â ñëîå ñ íà÷àëüíûìè íàïðÿæåíèÿìè. � Ê.: Íàóê. äóìêà,

1976. � 104 ñ.

Áàãíî Î.Ì. 105



ISSN 1817-2237. Âiñíèê ÄîíÍÓ. Ñåð. À: Ïðèðîäíè÷i íàóêè. - 2016.- � 1-2

ÂËÈßÍÈÅ ÂßÇÊÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈ ÍÀ ÄÈÑÏÅÐÑÈÞ ÂÎËÍ Â ÓÏÐÓÃÎÌ ÑËÎÅ,
ÊÎÒÎÐÎÅ ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÓÅÒ Ñ ÂßÇÊÈÌ ÑÆÈÌÀÅÌÛÌ ÆÈÄÊÈÌ ÑËÎÅÌ

ÐÅÇÞÌÅ
Áàãíî Î.Ì.
Íà îñíîâå òðåõìåðíûõ ëèíåàðèçîâàííûõ óðàâíåíèé Íàâüå - Ñòîêñà äëÿ ñëîÿ âÿçêîé ñæèìàåìîé æèä-

êîñòè è ëèíåéíûõ óðàâíåíèé êëàññè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè äëÿ òâåðäîãî ñëîÿ ïîñòðîåíî äèñïåðñèîííûå
êðèâûå, à òàêæå èññëåäîâàíî ðàñïðîñòðàíåíèå ãàðìîíè÷åñêèõ âîëí â øèðîêîì äèàïàçîíå ÷àñòîò. Ïðî-
àíàëèçèðîâàíî âëèÿíèå âÿçêîñòè æèäêîñòè, òîëùèíû óïðóãîãî è æèäêîãî ñëîåâ íà ôàçîâûå ñêîðîñòè,
êîýôôèöèåíòû çàòóõàíèÿ è äèñïåðñèþ ìîä äëÿ ãèäðîóïðóãîé ñèñòåìû ñ òîëñòûì æèäêèì ñëîåì. Ïîêàçà-
íî, ÷òî âÿçêàÿ æèäêîñòü äëÿ ðÿäà ìîä âûçûâàåò èçìåíåíèå êðèòè÷åñêèõ ÷àñòîò, ñìåùåíèå äèñïåðñèîííûõ
êðèâûõ, à òàêæå ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ íîâûõ ìîä. Óñòàíîâëåíî ëîêàëèçàöèîííûå ñâîéñòâà êâàçè-
ëåìáîâñüêèõ ìîä. ×èñëîâûå ðåçóëüòàòû ïðèâåäåíû â âèäå ãðàôèêîâ è äàíî èõ àíàëèç.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãàðìîíè÷åñêàÿ âîëíà, äèñïåðñèÿ âîëí, óïðóãèé øàð, øàð âÿçêîé ñæèìàåìîé æèä-
êîñòè.

EFFECT OF A VISCOUS LIQUID ON THE DISPERSION OF WAVES IN AN ELASTIC
LAYER THAT INTERACTS WITH A VISCOUS COMPRESSIBLE LIQUID LAYER

SUMMARY
Bagno O.M.
On the basis of the three-dimensional linearized Navier - Stokes equations for a layer of a viscous compressi-

ble �uid and linear equations of the classical elasticity theory for a solid layer, dispersion curves have been
constructed, and the propagation of harmonic waves over a wide frequency range has been investigated. The
e�ect of �uid viscosity, the thickness of the elastic and liquid layers on phase velocities, attenuation coe�cients,
and the mode dispersion for a hydroelastic system with a thick liquid layer is analyzed. It is shown that a vi-
scous liquid for a number of modes causes a change in the critical frequencies, the displacement of the dispersion
curves, and also leads to the appearance of new modes. Localization properties of quasi-lemma modes have been
established. The numerical results are presented in the form of graphs and their analysis is given.

Key words: harmonic wave, wave dispersion, elastic ball, ball of viscous compressible �uid.
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