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Âèïèñàíå i ïðîàíàëiçîâàíå ÷àñòîòíå ðiâíÿííÿ âëàñíèõ ïîçäîâæíiõ (îñåñèìåòðè÷íèõ) êîëèâàíü iäå-
àëüíî¨ íåñòèñëèâî¨ ðiäèíè â íåâàãîìîñòi, ùî çíàõîäèòüñÿ â æîðñòêîìó êiëüöåâîìó öèëiíäðè÷íîìó ðåçåðâó-
àði ç ïðóæíèìè îñíîâàìè ó âèãëÿäi òîíêèõ êiëüöåâèõ ïëàñòèí. Îá÷èñëåíi íåâiäîìi êîåôiöi¹íòè ÷àñòîòíîãî
ðiâíÿííÿ äëÿ ðiçíèõ ãðàíè÷íèõ âèïàäêiâ âèðîäæåííÿ êiëüöåâèõ ïëàñòèí â êðóãîâi, â ìåìáðàíè, â àáñî-
ëþòíî æîðñòêi ïëàñòèíè. Îöiíåíèé âïëèâ íåâàãîìîñòi òà ìåõàíi÷íèõ ïàðàìåòðiâ íà ÷àñòîòíèé ñïåêòð.

Êëþ÷îâi ñëîâà: ãiäðîïðóæíiñòü, êiëüöåâi ïëàñòèíè, iäåàëüíà íåñòèñëèâà ðiäèíà, îñåñèìåòðè÷íi
êîëèâàííÿ, ïðóæíi içîòðîïíi ïëàñòèíè.

Âñòóï
Â ðîáîòàõ [1�5] âèâåäåíå ÷àñòîòíå ðiâíÿííÿ âëàñíèõ îñåñèìåòðè÷íèõ êîëèâàíü iäåàëüíî¨ íåñòèñëè-

âî¨ ðiäèíè â æîðñòêîìó öèëiíäðè÷íîìó ðåçåðâóàði ç ïðóæíèìè îñíîâàìè. Îäíàê äëÿ âèïàäêó íåâàãîìîñòi
áóëè ïðîâåäåíi òiëüêè ÷àñòêîâi äîñëiäæåííÿ. Òàê, íàïðèêëàä, ïîêàçàíî, ùî ïîçäîâæíi (îñåñèìåòðè÷íi) êî-
ëèâàííÿ áóäóòü íåìîæëèâi â íåâàãîìîñòi, ÿêùî îäíà ç îñíîâ ñòà¹ àáñîëþòíî æîðñòêîþ. Íàéáiëüø ïîâíèé
îïèñ íåñèìåòðè÷íèõ êîëèâàíü ðiäèíè â æîðñòêîìó öèëiíäðè÷íîìó ðåçåðâóàði ç îäíîþ ïðóæíîþ îñíîâîþ
ïðèâåäåíèé â ìîíîãðàôi¨ [6]. Â ñòàòòi [7] äàíèé ðîçâ'ÿçîê óçàãàëüíåíîãî íåîäíîðiäíîãî áiãàðìîíi÷íîãî
ðiâíÿííÿ, ÿêå âèíèêà¹ â çàäà÷i ïðî êîëèâàííÿ iäåàëüíî¨ ðiäèíè â æîðñòêîìó öèëiíäðè÷íîìó ðåçåðâóàði
ç ïðóæíèìè îñíîâàìè. Öÿ çàäà÷à, ìàáóòü, âïåðøå áóëà ðîçãëÿíóòà ç ïîçèöi¨ ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó â
ñòàòòi [8] i ìîíîãðàôi¨ [9]. Íàéáiëüø ïîâíèé îãëÿä ëiòåðàòóðè çà öi¹þ òåìîþ ïðèâåäåíèé â [1�3]. Ç îñòàííiõ
ðîáiò ç äàíî¨ òåìàòèêè ç áëèæíüîãî çàðóáiææÿ âàðòî âiäìiòèòè ñòàòòi [10�12], â ÿêèõ ðîçãëÿäàþòüñÿ îñåñè-
ìåòðè÷íi êîëèâàííÿ äâîøàðîâî¨ ðiäèíè ñòîñîâíî ïðîáëåìè êàïiëÿðíèõ ôàçîðîçäiëüíèêiâ. Iç àíãëîìîâíèõ
ðîáiò ñëiä âiäçíà÷èòè [13�16].

Äàíà ñòàòòÿ ïðîäîâæó¹ äîñëiäæåííÿ, ïî÷àòi â ðîáîòàõ [1�5], íà âèïàäîê íåâàãîìîñòi. Âèïèñàíå òà
äîñëiäæåíå ÷àñòîòíå ðiâíÿííÿ âëàñíèõ îñåñèìåòðè÷íèõ êîëèâàíü iäåàëüíî¨ íåñòèñëèâî¨ ðiäèíè â æîðñòêî-
ìó êiëüöåâîìó öèëiíäðè÷íîìó ðåçåðâóàði ç ïðóæíèìè îñíîâàìè ó âèãëÿäi òîíêèõ êiëüöåâèõ ïëàñòèí. Îá-
÷èñëåíi íåâiäîìi êîåôiöi¹íòè ÷àñòîòíîãî ðiâíÿííÿ äëÿ ðiçíèõ ãðàíè÷íèõ âèïàäêiâ âèðîäæåííÿ êiëüöåâèõ
ïëàñòèí â êðóãîâi, â ìåìáðàíè, â àáñîëþòíî æîðñòêi ïëàñòèíè. Îöiíåíèé âïëèâ íåâàãîìîñòi òà ìåõàíi÷íèõ
ïàðàìåòðiâ íà ÷àñòîòíèé ñïåêòð. Äëÿ øèðîêîãî êîëà ïàðàìåòðiâ ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ,
ïðîâåäåíi òà ïðîàíàëiçîâàíi ÷èñåëüíi äîñëiäæåííÿ.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷i
Ðîçãëÿíåìî ñóìiñíi êîëèâàííÿ â íåâàãîìîñòi ïðóæíèõ îñíîâ êiëüöåâîãî öèëiíäðà òà iäåàëüíî¨ íå-

ñòèñëèâî¨ ðiäèíè. Ðiäèíà ãóñòèíè ρ i ãëèáèíè h ïîâíiñòþ çàïîâíþ¹ æîðñòêèé ïðÿìèé öèëiíäðè÷íèé
ðåçåðâóàð çîâíiøíüîãî ðàäióñó a i âíóòðiøíüîãî aε ( 0 6 ε < 1 ). Îñíîâè öèëiíäðè÷íîãî ðåçåðâóàðó ÿâ-
ëÿþòü ñîáîþ çàêðiïëåíi òîíêi êiëüöåâi içîòðîïíi ïëàñòèíè ç æîðñòêiñòþ ïðîãèíó Di , ùî çíàõîäÿòüñÿ ïiä
âïëèâîì ðîçòÿãóþ÷èõ çóñèëü Ti â ñåðåäèííié ïëîùèíi ( i = 1, 2 ). Iíäåêñ i = 1 âiäïîâiäà¹ âåðõíié îñíîâi,
à i = 2 � íèæíié. Äëÿ çðó÷íîñòi çàïèñó áóäóòü ââåäåíi äîäàòêîâi iíäåêñè j äëÿ ïîçíà÷åííÿ êîíòóðiâ (ií-
äåêñ j = 1 âiäïîâiäà¹ çîâíiøíüîìó êîíòóðó γ1 , à j = 2 � âíóòðiøíüîìó γ2 ). Çàäà÷ó áóäåìî ðîçãëÿäàòè
â ëiíiéíié ïîñòàíîâöi, ðóõ ðiäèíè ââàæàòèìåìî ïîòåíöiàëüíèì, à ñóìiñíi êîëèâàííÿ ïëàñòèí i ðiäèíè �
áåçâiäðèâíèìè.

×àñòîòíå ðiâíÿííÿ âëàñíèõ ñóìiñíèõ êîëèâàíü â íåâàãîìîñòi iäåàëüíî¨ ðiäèíè òà ïðóæíèõ îñíîâ
ìà¹ âèãëÿä [1�3]:
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∥∥9
q,r=1

∣∣∣ = 0. (1)
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ndS , ψn(r) = J0(knr) + γnY0(knr) , γn = −J1(ξn)/Y1(ξn) , kn = ξn/a , ξn � êîðåíi ðiâíÿííÿ

J1(ξn)Y1(ξnε) − J1(ξnε)Y1(ξn) = 0 , à ïðè ε = 0 � J1(ξn) = 0 , äå Jm i Ym � ôóíêöi¨ Áåññåëÿ ïåðøîãî i
äðóãîãî ðîäó, Z0(x) = J0(ξnx) + γnY0(ξnx) ; k0i = ρ0iδ0i ; ρ0i òà δ0i � ùiëüíiñòü i òîâùèíà i -î¨ ïëàñòèíè;
S � êiëüöåâà îáëàñòü; w0

ik � ÷îòèðè ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ðîçâ'ÿçêè îäíîðiäíîãî áiãàðìîíi÷íîãî ðiâíÿííÿ

Di∆
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0
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0
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×àñòîòíå ðiâíÿííÿ (1) ñèìåòðè÷íå âiäíîñíî iíäåêñiâ 1 i 2, ùî ìà¹ ôiçè÷íå ïîÿñíåííÿ i ïiäòâåðäæó¹
ïðàâèëüíiñòü âèâåäåíîãî ðiâíÿííÿ. ×àñòîòíèé ñïåêòð öüîãî ðiâíÿííÿ ñêëàäà¹òüñÿ ç òðüîõ íàáîðiâ ÷àñòîò,
ùî õàðàêòåðèçóþòü êîëèâàííÿ ïåðøî¨ é äðóãî¨ ïðóæíèõ îñíîâ i ñòîâïà ðiäèíè ìiæ íèìè ÿê îäíîãî öiëîãî.

Çà âiäñóòíîñòi ïîïåðåäíiõ íàòÿãiâ ïëàñòèí ( T1 = T2 = 0 ) â ìîíîãðàôi¨ [9] áóëà îòðèìàíà íàñòóïíà
àñèìïòîòè÷íà ôîðìóëà äëÿ êâàäðàòà ÷àñòîòè ïðè n→ ∞ :
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ω2
n = 16π2n2

D1D2√
k01D2 +

√
k02D1

[1 + o(1)] , (7)

à òàêîæ âiäìi÷åíî, ùî âåëèêi çà íîìåðîì n ìîäè âëàñíèõ ñóìiñíèõ êîëèâàíü ïëàñòèí i ðiäèíè ïîâ'ÿçàíi
ãîëîâíèì ÷èíîì ç êîëèâàííÿì ïëàñòèí, i âïëèâ íàÿâíîñòi ðiäèíè íà íèõ íåçíà÷íèé. Ôiçè÷íî òàêèé âè-
ñíîâîê ¹ î÷åâèäíèì, îñêiëüêè âåëèêèì íîìåðàì n âiäïîâiäàþòü êîëèâàííÿ ðiäèíè ëèøå áiëÿ ïëàñòèí i öi
êîëèâàííÿ åêñïîíåíöiéíî çãàñàþòü ïðè âiäõîäi âiä íèõ. Òîìó ïðè âåëèêèõ n ïðèìèêàþ÷i øàðè ðiäèíè,
ùî äîëó÷àþòüñÿ äî êîëèâàíü ïëàñòèí, ñòàþòü çíåâàæíî ìàëèìè, òîáòî íå âïëèâàþòü íà àñèìïòîòè÷íó
ïîâåäiíêó ÷àñòîò.

Âàðòî âiäìiòèòè, ùî ÷àñòîòíå ðiâíÿííÿ (1) ìà¹ îñîáëèâîñòi ïðè k01 = k02 , ∆n = 0 , din = 0 , ÿêi
íåîáõiäíî âðàõîâóâàòè ïðè ïðîâåäåííi ÷èñåëüíèõ ðîçðàõóíêiâ. Îñîáëèâiñòü ïðè k01 = k02 ¹ óñóâíîþ, ùî,
íàïåâíî, ïîâ'ÿçàíî ç ÿâèùåì íåâàãîìîñòi.

Îêðåìi âèïàäêè ÷àñòîòíîãî ðiâíÿííÿ âëàñíèõ ñóìiñíèõ êîëèâàíü ïðóæíèõ îñíîâ i ðiäèíè
Îòðèìàíå ðiâíÿííÿ (1) ¹ äîâîëi çàãàëüíèì i âêëþ÷à¹ â ñåáå ðÿä îêðåìèõ âèïàäêiâ, ùî ïðåäñòàâëÿþòü

ñàìîñòiéíèé iíòåðåñ.

Ïåðøà îñíîâà ( i = 1 ) âèðîäæó¹òüñÿ â ìåìáðàíó.
Â öüîìó âèïàäêó ó âèçíà÷íèêó ðiâíÿííÿ (1) ïîòðiáíî âèêðåñëèòè äðóãèé i ÷åòâåðòèé ðÿäêè i äðóãèé

i ÷åòâåðòèé ñòîâïöi, à â êîåôiöi¹íòi d1n â ñïiââiäíîøåííÿõ (3) ïîêëàñòè D1 = 0 .

Äðóãà îñíîâà ( i = 2 ) âèðîäæó¹òüñÿ â ìåìáðàíó.
ßê i â ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó, ó âèçíà÷íèêó ðiâíÿííÿ (1) ïîòðiáíî âèêðåñëèòè øîñòèé i âîñüìèé

ðÿäêè i øîñòèé i âîñüìèé ñòîâïöi, à â êîåôiöi¹íòi d2n â ñïiââiäíîøåííÿõ (3) ââàæàòè D2 = 0 .

Ïåðøà i äðóãà îñíîâè âèðîäæóþòüñÿ â ìåìáðàíè.
Â öüîìó âèïàäêó ó âèçíà÷íèêó ðiâíÿííÿ (1) ïîòðiáíî âèêðåñëèòè äðóãèé, ÷åòâåðòèé, øîñòèé i âî-

ñüìèé ðÿäêè i äðóãèé, ÷åòâåðòèé, øîñòèé i âîñüìèé ñòîâïöi, à â êîåôiöi¹íòàõ d1n i d2n âiäïîâiäíî ïî-
êëàñòè D1 = 0 i D2 = 0 .

Ïåðøà àáî äðóãà îñíîâà àáñîëþòíî æîðñòêà.
ßêùî ïåðøà ÷è äðóãà ïëàñòèíà ñòà¹ àáñîëþòíî æîðñòêîþ, òî w1 = 0 ( w̃0

1k ≡ 0 ) àáî w2 = 0
( w̃0

2k ≡ 0 ). Ïåðåõîäÿ÷è äî ãðàíèöi â ðiâíÿííi (1) âiäïîâiäíî ïðè T1 → ∞ (D1n → 0 ) àáî ïðè T2 → ∞
(D2n → 0 ), îòðèìà¹ìî ÷àñòîòíi ðiâíÿííÿ: â ïåðøîìó âèïàäêó

∣∣∣∥∥Cqr

∥∥9
q,r=5

∣∣∣ = 0, (8)

à â äðóãîìó �

∣∣∣∥∥Cqr

∥∥5
q,r=1

∣∣∣ = 0. (9)

Âàðòî âiäìiòèòè, ùî ðiâíÿííÿ (8) i (9) ìîæíà iñòîòíî ñïðîñòèòè. Íà ïðèêëàäi êðóãîâîãî öèëiíäðà
öå áóäå ïîêàçàíî â ïiäïóíêòi 5.4

Âèðîäæåííÿ êiëüöåâîãî öèëiíäðà â êðóãîâèé ( ε = 0 ).
Iíäåêñ j îïóñòèìî. Â öüîìó âèïàäêó ÷àñîòíå ðiâíÿííÿ (17) ìàòèìå âèãëÿä:

∣∣∣∥∥Cqr

∥∥5
q,r=1

∣∣∣ = 0. (10)

Òóò
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C1,k = B1k + k2w̃
0
1k +

∞∑
n=1

a11nE
0
1knB

∗
n,

C1,k+2 = −k2w̃0
2k +

∞∑
n=1

a12nE
0
2knB

∗
n, C1,5 = k∗,

C2,k = C̃1k, C2,k+2 = 0, C2,5 = 0,

C3,k = k1w̃
0
1k +

∞∑
n=1

a21nE
0
1knB

∗
n,

C3,k+2 = B2k − k1w̃
0
2k +

∞∑
n=1

a22nE
0
2knB

∗
n, C3,5 = k∗,

C4,k = 0, C4,k+2 = C̃2k, C4,5 = 0,

C5,k = k̃12w̃
0
1k, C5,k+2 = k̃21w̃

0
2k, C5,5 = k̃.

5.1 Ïåðøà ïëàñòèíà ( i = 1 ) âèðîäæó¹òüñÿ â ìåìáðàíó. Â öüîìó âèïàäêó ÷àñòîòíå ðiâíÿííÿ (10)
çàïèøåòüñÿ òàê: ∣∣∣∥∥Cqr

∥∥4
q,r=1

∣∣∣ = 0, (11)

äå

C11 = B11 + k2w̃
0
11 +

∞∑
n=1

a11nE
0
11nB

∗
n, C12 = −k2w̃0

21 +

∞∑
n=1

a12nE
0
21nB

∗
n,

C13 = −k2w̃0
22 +

∞∑
n=1

a12nE
0
22nB

∗
n, C14 = k∗,

C21 = k1w̃
0
11 +

∞∑
n=1

a21nE
0
11nB

∗
n, C22 = B21 − k1w̃

0
21 +

∞∑
n=1

a22nE
0
21nB

∗
n,

C23 = B22 − k1w̃
0
22 +

∞∑
n=1

a22nE
0
22nB

∗
n, C24 = k∗,

C31 = 0, C32 = C̃21, C33 = C̃22, C34 = 0,
C41 = k̃12w̃

0
11, C42 = k̃21w̃

0
21, C43 = k̃21w̃

0
22, C44 = k̃.

5.2 Äðóãà ïëàñòèíà ( i = 2 ) âèðîäæó¹òüñÿ â ìåìáðàíó. Â öüîìó âèïàäêó ÷àñòîòíå ðiâíÿííÿ (10)
ìàòèìå âèãëÿä: ∣∣∣∥∥Cqr

∥∥4
q,r=1

∣∣∣ = 0, (12)

Òóò

C11 = B11 + k2w̃
0
11 +

∞∑
n=1

a11nE
0
11nB

∗
n,

C12 = B12 + k2w̃
0
12 +

∞∑
n=1

a11nE
0
12nB

∗
n,

C13 = −k2w̃0
21 +

∞∑
n=1

a12nE
0
21nB

∗
n, C14 = k∗,

C21 = C̃11, C22 = C̃12, C23 = 0, C24 = 0,

C31 = k1w̃
0
11 +

∞∑
n=1

a21nE
0
11nB

∗
n, C32 = k1w̃

0
12 +

∞∑
n=1

a21nE
0
12nB

∗
n,

C33 = B21 − k1w̃
0
21 +

∞∑
n=1

a22nE
0
21nB

∗
n, C34 = k∗,

C41 = k̃12w̃
0
11, C42 = k̃12w̃

0
12, C43 = k̃21w̃

0
21, C44 = k̃.
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5.3 Ïåðøà i äðóãà ïëàñòèíè âèðîäæóþòüñÿ â ìåìáðàíè. Â öüîìó âèïàäêó ÷àñòîòíå ðiâíÿííÿ (10)
çàïèøåòüñÿ òàê: ∣∣∣∥∥Cqr

∥∥3
q,r=1

∣∣∣ = 0, (13)

äå

C11 = B11 + k2w̃
0
11 +

∞∑
n=1

a11nE
0
11nB

∗
n,

C12 = −k2w̃0
21 +

∞∑
n=1

a12nE
0
21nB

∗
n, C13 = k∗,

C21 = k1w̃
0
11 +

∞∑
n=1

a21nE
0
11nB

∗
n,

C22 = B21 − k1w̃
0
21 +

∞∑
n=1

a22nE
0
21nB

∗
n, C23 = k∗,

C31 = k̃12w̃
0
11, C32 = k̃21w̃

0
21, C33 = k̃.

5.4 Ïåðøà àáî äðóãà ïëàñòèíà àáñîëþòíî æîðñòêà. Â öüîìó âèïàäêó ÷àñòîòíi ðiâíÿííÿ (8) i (9)
ìàòèìóòü âiäïîâiäíî âèãëÿä: â ïåðøîìó âèïàäêó ( T1 → ∞ )

C22B21 − C21B22 +

∞∑
n=1

a22n
(
C22E

0
21n − C21E

0
22n

)
B∗

n = 0, (14)

à â äðóãîìó �

C11B12 − C12B11 +

∞∑
n=1

a11n
(
C11E

0
12n − C12E

0
12n

)
B∗

n = 0. (15)

Äëÿ íåñèìåòðè÷íèõ êîëèâàíü ðiâíÿííÿ (15) áóëî äîêëàäíî äîñëiäæåíå â [6].
Âàðòî âiäìiòèòè ðiçíèöþ ìiæ ðiâíÿííÿì (1) ïðè ε → 0 i ðiâíÿííÿì (10). Ðiâíÿííÿ (1) ïðè ε → 0

îïèñó¹ êîëèâàííÿ ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ, ïðè íåðóõîìèõ (çàêðiïëåíèõ) öåíòðàõ.
Òàêèì ÷èíîì, äëÿ ïðîâåäåííÿ äîñëiäæåíü i ðîçðàõóíêiâ çà îòðèìàíèìè ÷àñòîòíèìè ðiâíÿííÿìè

íåîáõiäíî çíàéòè ÷îòèðè ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ðîçâ'ÿçêè (ôóíäàìåíòàëüíó ñèñòåìó ðîçâ'ÿçêiâ) w0
ik óçà-

ãàëüíåíîãî áiãàðìîíi÷íîãî ðiâíÿííÿ (6) i îá÷èñëèòè êîåôiöi¹íòè E0
ikn i w̃0

ik . Ó âèïàäêó îäíîçâ'ÿçíî¨
îáëàñòi, òîáòî äëÿ êîëà ( ε = 0 ), i ïðè âèðîäæåííi ïëàñòèíè â êiëüöåâó ìåìáðàíó, áóäå äîñòàòíüî äâîõ
ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ðîçâ'ÿçêiâ, à äëÿ êðóãîâî¨ ìåìáðàíè � îäíîãî ðîçâ'ÿçêó.

Ôóíäàìåíòàëüíà ñèñòåìà ðîçâ'ÿçêiâ w0
k i çíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòiâ w̃0

k , E
0
kn , îá÷èñëåíèõ çà ôîðìóëà-

ìè (5) äëÿ êiëüöåâî¨ ïëàñòèíè â íàéáiëüø çàãàëüíîìó âèïàäêó ( ε ̸= 0 , D ̸= 0 , k0 ̸= 0 ), ìàòèìóòü âèãëÿä
[7]:

w0
k =

{
J0

(
µ1
r

a

)
, Y0

(
µ1
r

a

)
, I0

(
µ2
r

a

)
, K0

(
µ2
r

a

)}
, (16)

w̃0
k =

{
2 [J1 (µ1)− εJ1 (εµ1)]

µ1 (1− ε2)
,
2 [Y1 (µ1)− εY1 (εµ1)]

µ1 (1− ε2)
2 [I1 (µ2)− εI1 (εµ2)]

µ2 (1− ε2)
, −2 [K1 (µ2)− εK1 (εµ2)]

µ2 (1− ε2)

}
,

E0
1n =

2µ1 (J1 (µ1)Z0(1)− εJ1 (εµ1)Z0(ε))

(µ2
1 − ξ2n) Ñ

2
n

,

E0
2n =

2µ1 (Y1 (µ1)Z0(1)− εY1 (εµ1)Z0(ε))

(µ2
1 − ξ2n) Ñ

2
n

,

E0
3n =

2µ2 (I1 (µ2)Z0(1)− εI1 (εµ2)Z0(ε))

(µ2
2 + ξ2n) Ñ

2
n

,

E0
4n = −2µ2 (K1 (µ2)Z0(1)− εK1 (εµ2)Z0(ε))

(µ2
2 + ξ2n) Ñ

2
n

,

(17)

äå µ2
1 = p+

√
p2 − q , µ2

2 = −p+
√
p2 − q , p = − Ta

2D 6 0 , q = −k0ω
2a2

D 6 0 , Ñ2
n = Z2

0 (1)− ε2Z2
0 (ε) .
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Äëÿ êðóãîâî¨ ïëàñòèíè ( ε = 0 ) îòðèìà¹ìî:

w0
k =

{
J0

(
µ1
r

a

)
, I0

(
µ2
r

a

)}
, w̃0

k =

{
2J1 (µ1)

µ1
,
2I1 (µ2)

µ2

}
, (18)

E0
1n =

2µ1J1 (µ1)

(µ2
1 − ξ2n)J0 (ξn)

, E0
2n =

2µ2I1 (µ2)

(µ2
2 + ξ2n) J0 (ξn)

(19)

Ó âèïàäêó âèðîäæåííÿ êiëüöåâî¨ ïëàñòèíè â ìåìáðàíó ( ε ̸= 0 , D = 0 , T ̸= 0 , k0 ̸= 0 ) ìàòèìåìî:

w0
k =

{
J0

(
µ
r

a

)
, Y0

(
µ
r

a

)}
,

w̃0
k =

{
2 [J1(µ)− εJ1(εµ)]

µ (1− ε2)
,
2 [Y1(µ)− εY1(εµ)]

µ (1− ε2)

}
,

(20)

E0
1n =

2µ (J1(µ)Z0(1)− εJ1(εµ)Z0(ε))

(µ2 − ξ2n) Ñ
2
n

,

E0
2n =

2µ (Y1(µ)Z0(1)− εY1(εµ)Z0(ε))

(µ2 − ξ2n) Ñ
2
n

.
(21)

Äëÿ êðóãîâî¨ ìåìáðàíè ( ε = 0 ) îòðèìà¹ìî:

w0
k = J0

(
µ
r

a

)
, w̃0

k =
2J1(µ)

µ
, E0

1n =
2µ1J1(µ)

(µ2 − ξ2n) J0 (ξn)
, (22)

äå µ2 = k0ω
2a2

T .
Ó âèïàäêó âiäñóòíîñòi ïîïåðåäíüîãî íàòÿãó â êiëüöåâî¨ ïëàñòèíè ( ε ̸= 0 , D ̸= 0 , T = 0 , k0 ̸= 0 ),

ìàòèìåìî:

w0
k =

{
J0

(
µ
r

a

)
, Y0

(
µ
r

a

)
, I0

(
µ
r

a

)
, K0

(
µ
r

a

)}
, (23)

w̃0
k =

{
2 [J1(µ)− εJ1(εµ)]

µ (1− ε2)
,
2 [Y1(µ)− εY1(εµ)]

µ (1− ε2)
,

2 [I1(µ)− εI1(εµ)]

µ (1− ε2)
, −2 [K1(µ)− εK1(εµ)]

µ (1− ε2)

}
,

E0
1n =

2µ (J1 (µ)Z0(1)− εJ1 (εµ)Z0(ε))

(µ2 − ξ2n) Ñ
2
n

,

E0
2n =

2µ (Y1 (µ)Z0(1)− εY1 (εµ)Z0(ε))

(µ2 − ξ2n) Ñ
2
n

,

E0
3n =

2µ (I1 (µ)Z0(1)− εI1 (εµ)Z0(ε))

(µ2 + ξ2n) Ñ
2
n

,

E0
4n = −2µ (K1 (µ)Z0(1)− εK1 (εµ)Z0(ε))

(µ2 + ξ2n) Ñ
2
n

,

(24)

Äëÿ êðóãîâî¨ ïëàñòèíè ( ε = 0 ) îòðèìà¹ìî:

w0
k =

{
J0

(
µ
r

a

)
, I0

(
µ
r

a

)}
, w̃0

k =

{
2J1 (µ)

µ
,
2I1 (µ)

µ

}
, (25)

E0
1n =

2µJ1(µ)

(µ2 − ξ2n)J0 (ξn)
, E0

2n =
2µI1(µ)

(µ2 + ξ2n) J0 (ξn)
, (26)

äå µ4 = k0ω
2a4

D .
Äàëi ðîçãëÿíåìî ðiçíi âèïàäêè áåçìàñîâèõ ïëàñòèí i ìåìáðàí ( k0 = 0 ).
Ó âèïàäêó áåçìàñîâî¨ êiëüöåâî¨ ïëàñòèíè ( ε ̸= 0 , D ̸= 0 , T ̸= 0 , k0 = 0 ) ìàòèìåìî:

w0
k =

{
1, J0

(
µ
r

a

)
, ln

( r
a

)
, Y0

(
µ
r

a

)}
, (27)
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w̃0
k =

{
1,

2 [J1(µ)− εJ1(εµ)]

µ (1− ε2)
, −1 + ε2(2 ln(ε)− 1)

2(1− ε2)
,

2 [Y1(µ)− εY1(εµ)]

µ (1− ε2)

}
,

(28)

E0
1n = 0, E0

2n =
2µ (J1(µ)Z0(1)− εJ1(εµ)Z0(ε))

(µ2 − ξ2n) Ñ
2
n

,

E0
4n =

2µ (Y1(µ)Z0(1)− εY1(εµ)Z0(ε))

(µ2 − ξ2n) Ñ
2
n

,
(29)

à êîåôiöi¹íò E0
3n íå ìà¹ àíàëiòè÷íîãî âèðàçó.

Äëÿ êðóãîâî¨ ( ε = 0 ) áåçìàñîâî¨ ( k0 = 0 ) ïëàñòèíè îòðèìà¹ìî:

w0
k =

{
1, J0

(
µ
r

a

)}
, w̃0

k =

{
1,

2J1(µ)

µ

}
,

E0
1n = 0, E0

2n =
2µJ1(µ)

(µ2 − ξ2n) J0 (ξn)
,

(30)

äå µ2 = Ta2

D .
Ó âèïàäêó âèðîäæåííÿ êiëüöåâî¨ áåçìàñîâî¨ ïëàñòèíè â ìåìáðàíó ( ε ̸= 0 , D = 0 , T ̸= 0 , k0 = 0 )

ìàòèìåìî:

w0
k =

{
1, ln

( r
a

)}
, w̃0

k =

{
1, −1 + ε2(2 ln(ε)− 1)

2(1− ε2)

}
, E0

1n = 0, (31)

à êîåôiöi¹íò E0
2n íå ìà¹ àíàëiòè÷íîãî âèðàçó.

Äëÿ êðóãîâî¨ ( ε = 0 ) áåçìàñîâî¨ ( k0 = 0 ) ìåìáðàíè îòðèìà¹ìî:

w0
k = 1, w̃0

k = 1, E0
1n = 0.

Ó âèïàäêó âiäñóòíîñòi ïîïåðåäíüîãî íàòÿãó â êiëüöåâî¨ áåçìàñîâî¨ ïëàñòèíè ( ε ̸= 0 , D ̸= 0 , T = 0 ,
k0 = 0 ) ìàòèìåìî:

w0
k =

{
1,

( r
a

)2

,
( r
a

)
ln
r

a
,
( r
a

)2

ln
r

a

}
,

w̃0
k =

{
1,

1

2

(
1 + ε2

)
, w̃0

3, w̃
0
4

}
, E0

1n = 0, E0
2n,

(32)

à êîåôiöi¹íòè E0
3n , E

0
4n íå ìàþòü àíàëiòè÷íèõ âèðàçiâ.

Äëÿ êðóãîâî¨ ( ε = 0 ) áåçìàñîâî¨ ( k0 = 0 ) ïëàñòèíè îòðèìà¹ìî:

w0
k =

{
1,

( r
a

)2
}
, w̃0

k =

{
1,

1

2

}
, E0

1n = 0, E0
2n. (33)

Íà îñíîâi îòðèìàíèõ âèðàçiâ (16)�(33) ìîæíà ïðîâîäèòè àíàëiòè÷íi òà ÷èñåëüíi äîñëiäæåííÿ ði-
çíèõ îêðåìèõ âèïàäêiâ 1�5. Òàê, íàïðèêëàä, ÿêùî ïåðøà i äðóãà êiëüöåâi ïëàñòèíè àáñîëþòíî ïðóæíi
( T1 = T2 = 0 ), òî â öüîìó âèïàäêó

w0
ik =

{
J0

(
µi
r

a

)
, Y0

(
µi
r

a

)
, I0

(
µi
r

a

)
, K0

(
µi
r

a

)}
, (34)
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w̃0
ik =

{
2 [J1(µi)− εJ1 (εµi)]

µi (1− ε2)
,
2 [Y1(µi)− εY1 (εµi)]

µi (1− ε2)
,

2 [I1(µi)− εI1 (εµi)]

µi (1− ε2)
, −2 [K1(µi)− εK1 (εµi)]

µi (1− ε2)

}
,

E0
i1n =

2µi (J1 (µi)Z0(1)− εJ1(εµi)Z0(ε))

(µ2
i − ξ2n) Ñ

2
n

,

E0
i2n =

2µi (Y1 (µi)Z0(1)− εY1(εµi)Z0(ε))

(µ2
i − ξ2n) Ñ

2
n

,

E0
i3n =

2µi (I1 (µi)Z0(1)− εI1(εµi)Z0(ε))

(µ2
i + ξ2n) Ñ

2
n

,

E0
i4n = −2µi (K1 (µi)Z0(1)− εK1(εµi)Z0(ε))

(µ2
i + ξ2n) Ñ

2
n

,

(35)

äå µ4
i = k0iω

2a4

Di
.

Äëÿ êðóãîâî¨ ïëàñòèíè ( ε = 0 ) âèðàçè (34) � (35) ìàòèìóòü âèãëÿä [1]:

w0
i1 = J0

(
µi
r

a

)
, w0

i2 = I0

(
µi
r

a

)
, w̃0

i1 =
2J1 (µi)

µi
, w̃0

i2 =
2I1 (µi)

µi
,

E0
i1n =

2µiJ1 (µi)

(µ2
i − ξ2n)J0 (ξn)

, E0
i2n =

2µiI1 (µi)

(µ2
i + ξ2n)J0 (ξn)

.

Âèñíîâêè
Íà îñíîâi ïðîâåäåíèõ äîñëiäæåíü ìîæíà çðîáèòè íàñòóïíi âèñíîâêè:

1. ×àñòîòíèé ñïåêòð ñêëàäà¹òüñÿ ç òðüîõ íàáîðiâ ÷àñòîò, ùî âiäïîâiäàþòü êîëèâàííÿì ïðóæíèõ îñíîâ
òà êîëèâàííÿì ñòîâïà ðiäèíè ìiæ íèìè ÿê îäíîãî öiëîãî.

2. Â íåâàãîìîñòi ïîçäîâæíi (îñåñèìåòðè÷íi) êîëèâàííÿ áóäóòü íåìîæëèâi, ÿêùî îäíà ç ïëàñòèí ÷è
ìåìáðàí áåçìàñîâà àáî àáñîëþòíî æîðñòêà.

3. Çi çáiëüøåííÿì ãëèáèíè çàïîâíåííÿ âiäçíà÷à¹òüñÿ íåçíà÷íå çðîñòàííÿ óñiõ òðüîõ íàáîðiâ ÷àñòîò
ñïåêòðà.

4. Çi çìåíøåííÿì ìàñîâî¨ õàðàêòåðèñòèêè, íàïðèêëàä, ïåðøî¨ ïëàñòèíè, âiäáóâà¹òüñÿ çíà÷íå çáiëüøå-
ííÿ ÷àñòîò ïåðøîãî íàáîðó i íåçíà÷íå � äðóãîãî òà òðåòüîãî íàáîðiâ.

5. Ðÿäè ÷àñòîòíèõ ðiâíÿíü çáiãàþòüñÿ äîñòàòíüî øâèäêî. ßê ïðàâèëî, äîñòàòíüî äâîõ-òðüîõ ÷ëåíiâ â
ðÿäàõ äëÿ ïðèéíÿòíî¨ äëÿ ïðàêòèêè òî÷íîñòi. Çà óðàõóâàííÿ ìàñîâèõ õàðàêòåðèñòèê ïëàñòèí ñèëüíî
çðîñòà¹ ÷àñ ðîçðàõóíêó ÷àñòîòíèõ ðiâíÿíü.

Äîñëiäæåííÿ âèêîíàíî â ðàìêàõ ïðîãðàìè ôóíäàìåíòàëüíèõ äîñëiäæåíü Ìiíiñòåðñòâà îñâiòè i íà-
óêè Óêðà¨íè (ïðîåêò � 0116U002522).
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ÏÐÎÄÎËÜÍÛÅ ÊÎËÅÁÀÍÈßÕ Â ÍÅÂÅÑÎÌÎÑÒÈ ÈÄÅÀËÜÍÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈ,
ÍÀÕÎÄßÙÈÅÑß Â ÆÅÑÒÊÎÌ ÊÎËÜÖÅÂÎÌ ÖÈËÈÍÄÐÈ×ÅÑÊÎÌ ÐÅÇÅÐÂÓÀÐÅ

Ñ ÓÏÐÓÃÈÌÈ ÎÑÍÎÂÀÍÈßÌÈ

Êîíîíîâ Þ.Í., Øåâ÷åíêî Â.Ï., Äæóõà Þ.Î.
ÐÅÇÞÌÅ
Âûïèñàíî è ïðîàíàëèçèðîâàíî ÷àñòîòíîå óðàâíåíèå ñîáñòâåííûõ ïðîäîëüíûõ (îñåñèììåòðè÷íûõ)

êîëåáàíèé èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â íåâåñîìîñòè, íàõîäÿùèéñÿ â æåñòêîì êîëüöåâîì öèëèí-
äðè÷åñêîì ðåçåðâóàðå ñ óïðóãèìè îñíîâàíèÿìè â âèäå òîíêèõ êîëüöåâûõ ïëàñòèí. Âû÷èñëåííû íåèçâå-
ñòíûå êîýôôèöèåíòû ÷àñòîòíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ ïðåäåëüíûõ ñëó÷àåâ âûðîæäåíèÿ êîëüöåâûõ
ïëàñòèí â êðóãîâûå, â ìåìáðàíû, â àáñîëþòíî æåñòêèå ïëàñòèíû. Îöåíåíî âëèÿíèå íåâåñîìîñòè è ìåõà-
íè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ íà ÷àñòîòíûé ñïåêòð.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãèäðî-óïðóãîñòü, êîëüöåâûå ïëàñòèíû, èäåàëüíàÿ íåñæèìàåìàÿ æèäêîñòü, îñåñèì-
ìåòðè÷íûå êîëåáàíèÿ, óïðóãèå èçîòðîïíûå ïëàñòèíû.

LONGITUDINAL OSCILLATIONS IN THE INNESSITY OF THE IDEAL LIQUID, IN THE
HARD RING CYLINDRICAL TANK WITH ELSE BASIS

Kononov Yu., Shevchenko V., Juha Yu.
SUMMARY
Frequency equation of proper longitudinal (axisymmetric) oscillations of ideal incompressible liquid in

weightlessness, which is located in a rigid ring cylindrical reservoir with elastic bases in the form of thin circular
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plates, is written out and analyzed. Unknown coe�cients of the frequency equation for the various limiting cases
of degeneration of ring plates in circular, in membranes, in absolutely rigid plates are calculated. The in�uence
of weightlessness and mechanical parameters on the frequency spectrum is estimated.

Key words: hydro-elasticity, ring plates, ideal incompressible �uid, oscillometric oscillations, elastic
isotropic plates.
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