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ПРО СТIЙКIСТЬ ОБЕРТАННЯ НЕСИМЕТРИЧНОГО ТВЕРДОГО ТIЛА
ЗI ЗБУДЖЕННЯМ В СЕРЕДОВИЩI, ЩО ЧИНИТЬ ОПIР

У припущеннi, що центр мас твердого тiла знаходиться на третiй головнiй осi iнер-
цiї твердого тiла, на основi критерiю Льєнара-Шипара, записаного в iннорному виглядi,
отриманi у виглядi системи трьох нерiвностей умови асимптотичної стiйкостi рiвномiрно-
го обертання динамiчно несиметричного твердого тiла з нерухомою точкою. Тверде тiло
знаходиться пiд дiєю сил тяжiння, дисипативного моменту i постiйного моменту в iнерцi-
альнiй i неiрцiальнiй системах вiдлiку. Проведенi дослiдження несиметрiї твердого тiла i
дисипативного моменту, а також двух постiйних моментiв на умови стiйкостi рiвномiрного
обертання твердого тiла. Узагальнено вiдомi результати для симетричного твердого тiла
на випадок динамiчної несиметрiї твердого тiла i дисипативної несиметрiї.

Ключовi слова: динамiчно несиметричне тверде тiло, середовище, що чинить
опiр, асимптотична стiйкiсть

Вступ
У статтi [1] розглянуто задачу про вплив дисипативного моменту, що моделює опiр

середовища, i постiйного моменту, прикладеного до зовнiшньої рамки безiнерцiйного кар-
данова пiдвiсу, на стiйкiсть стацiонарних рухiв симетричного твердого тiла. У роботi [2]
ця задача була узагальнена на випадок струнного пiдвiсу i рiвномiрних обертань вов-
чка. Стаття [3] узагальнює результати роботи [1] на випадок двох постiйних моментiв в
iнерцiальнiй i неiнерцiйнiй системах координат. Вплив малої несиметрiї твердого тiла на
стiйкiсть стацiонарних рухiв тiла було оцiнено в роботах [4-5]. У статтi [6-8] узагальнена
задача [1] на випадок рiвномiрного обертання несиметричного твердого тiла i отриманi у
виглядi системи трьох нерiвностей умови асимптотичної стiйкостi обертання несиметри-
чного твердого тiла. В роботi [9] i в данiй статтi узагальнюються результати роботи [1] на
випадок двох постiйних моментiв в iнерцiальнiй i неiнерцiйнiй системах координат, а та-
кож узагальнюються в разi рiвномiрного обертання твердого тiла результати статтi [3] на
випадок несиметричного твердого тiла i несиметричної диссипацiї. Умови асимптотичної
стiйкостi отриманi на основi критерiю Льенара-Шiпара, записаного в iннорном виглядi
[10].

1. Постановка завдання
Розглянемо важке динамiчно несиметричне тверде тiло, яке обертається навколо не-

рухомої точки, в припущеннi, що на нього дiє дисипативний момент
−→
𝑀𝑑

.
= −𝐷−→𝜔

(︀
𝑑𝑖𝑎𝑔 (𝐷1, 𝐷2, 𝐷3) , 𝐷𝑖 > 0, 𝑖 = 1, 3

)︀
,

який моделює середовище, що чинить опiр, i два постiйних момента
−→
𝑀 𝑞 = 𝑄−→𝜅 та

−→
𝑀𝑝 = 𝑃−→𝛾 . Момент

−→
𝑀𝑝 постiйний у iнерцiальнiй системi вiдлiку, а момент

−→
𝑀 𝑞 - в неiнер-
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цiйнiй, тобто в пов’язанiй з твердим тiлом системi вiдлiку. Будемо вважати, що момент−→
𝑀 𝑞 спрямований по третiй головнiй осi iнерцiї твердого тiла, а також, що на цiй осi знахо-

диться центр мас твердого тiла. Тут −→𝜔 - кутова швидкiсть твердого тiла,
−→
𝑘 - одиничний

вектор третьої головної осi iнерцiї твердого тiла, −→𝛾 - одиничний вектор висхiдної верти-
калi, Р та 𝑄 - довiльна постiйна. Рiвняння руху твердого тiла в пов’язаної з ним системи
координат мають вигляд [1-3]

𝐽𝜔 + 𝜔 × (𝐽𝜔) = 𝛾 × 𝜕𝑉

𝜕𝛾
+ 𝑃𝛾 +𝑄𝑘 −𝐷𝜔, (1.1)

𝛾 + 𝜔 × 𝛾 = 0, (1.2)

де 𝐽 = 𝑑𝑖𝑎𝑔 (𝐽1, 𝐽2, 𝐽3) - тензор iнерцiї твердого тiла для нерухомої точки, 𝑉 = Γ
(︁−→
𝑘 · −→𝛾

)︁
- потенцiйна енергiя, Γ = 𝑚𝑔𝑐 , 𝑚 - маса твердого тiла, 𝑐 - вiдстань вiд нерухомої точки
до центру мас твердого тiла, 𝑔 - прискорення вiльного падiння. Рiвняння (1.1) виражає
теорему про змiну кiнетичного моменту 𝐽−→𝜔 , а рiвняння (1.2) - умова постiйностi вектору
−→𝛾 в iнерцiальнiй системi вiдлiку. Проектуючи рiвняння руху твердого тiла (1.1)-(1.2) на
головнiй осi iнерцiї твердого тiла для нерухомої точки, отримаємо [9]

𝐽1𝜔1 + (𝐽3 − 𝐽2)𝜔2𝜔3 = Γ𝛾2 −𝐷1𝜔1,
𝐽2𝜔2 + (𝐽1 − 𝐽3)𝜔3𝜔1 = −Γ𝛾1 −𝐷2𝜔2,
𝐽3𝜔3 + (𝐽2 − 𝐽1)𝜔1𝜔2 = 𝑃𝛾3 −𝐷3𝜔3,

(1.3)

𝛾1 + 𝜔2𝛾3 − 𝜔3𝛾2 = 0,
𝛾2 + 𝜔3𝛾1 − 𝜔1𝛾3 = 0,
𝛾3 + 𝜔1𝛾2 − 𝜔2𝛾1 = 0.

(1.4)

Система (1.3)-(1.4) допускає рiшення

𝛾1 = 𝛾2 = 0, 𝛾3 = 1, 𝜔1 = 𝜔2 = 0, 𝜔3 = 𝜔 =
𝑃 +𝑄

𝐷3

, (1.5)

𝛾1 = 𝛾2 = 0, 𝛾3 = −1, 𝜔1 = 𝜔2 = 0, 𝜔3 = 𝜔 =
−𝑃 +𝑄

𝐷3

, (1.6)

що вiдповiдають рiвномiрним обертанням твердого тiла з кутовою швидкiстю 𝜔 нав-
коло вертикально розташованої третьої головної осi. При цьому рiшенню (1.5) вiдповiдає
випадок "сплячого"вовчка"(центр мас твердого тiла знаходиться вище нерухомої точки,
тобто 𝑐 > 0 ), на який дiє перекидний момент (Γ > 0) , моменти �⃗�𝑞 та �⃗�𝑝 , а рiшенню
(1.6) - випадок статично стiйкого "вовчка"(центр мас знаходиться нижче нерухомої точки
( 𝑐 < 0 ),на який дiє момент, що вiдновлюється (Γ < 0) та моменти �⃗�𝑞 −�⃗�𝑝 .

2. Асимптотична стiйкiсть рiшень (1.5) - (1.6).
Вважаючи в обуреному русi 𝛾3 = 1 + 𝛿 , 𝜔3 = 𝜔 + 𝜎 i зберiгаючи для iнших змiнних

їх колишнi позначення, запишемо лiнеаризованi рiвняння обуреного руху

𝐽1𝜔1 + (𝐽3 − 𝐽2)𝜔2𝜔 − Γ𝛾2 − 𝑃𝛾2 +𝐷1𝜔1 = 0,
𝐽2𝜔2 + (𝐽1 − 𝐽3)𝜔1𝜔 + Γ𝛾1 − 𝑃𝛾2 +𝐷2𝜔2 = 0,

𝐽3𝜎 +𝐷3𝜎 − 𝑃𝜎 = 0,
(2.1)

𝛾1 + 𝜔2 − 𝜔𝛾2 = 0,
𝛾2 − 𝜔1 + 𝜔𝛾1 = 0,

𝛿 = 0.
(2.2)
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При динамiчнiй (𝐽2 = 𝐽1) i дисипативнiй (𝐷2 = 𝐷1) симетрiї рiвняння (2.1) збiгаються з
рiвняннями роботи [3], а рiвняння (2.2) залишаються без змiн. У зв’язку з цим всi основ-
нi властивостi рiвнянь [3] переносяться i на рiвняння (2.1) - (2.2), а саме:характеристичне
рiвняння системи (2.1)-(2.2) завжди має один нульовий корiнь, обумовлений наявнiстю гео-
метричного iнтеграла 𝛾 2

1
+ 𝛾 2

2
+ 𝛾 2

3
= 1 , i один негативний корiнь −𝐷3/𝐽3 ; перше i друге

рiвняння системи (2.1) i вiдповiдно системи (2.2) вiдокремлюються вiд iнших рiвнянь, i
рiшення (1.5)-(1.6) асимптотично стiйкi, якщо всi коренi характеристичного рiвняння цих
рiвнянь мають негативнi речовi частини, i нестiйкий, якщо хоча б один корiнь має пози-
тивну речову частину. Асимптотична стiйкiсть по змiннiй 𝛾3 випливає з асимптотичною
стiйкостi на змiннiй 𝛾1 , 𝛾2 i геометричного iнтеграла. Для виведення характеристичного
рiвняння системи звичайних диференцiальних рiвнянь (2.1)-(2.2), як i в роботi [3], з пер-
ших двох рiвнянь системи (2.2) висловимо 𝜔1 , 𝜔2 i пiдставимо їх i їх похiднi в першi два
рiвняння (2.1):

𝐽2𝛾1 +𝐷2�̇�1 + Γ1𝛾1 − 𝐽𝑠�̇�2 − ̃︀𝐷2𝛾2 = 0,

𝐽1𝛾2 +𝐷2�̇�2 + Γ2𝛾2 + 𝐽𝑠�̇�1 + ̃︀𝐷1𝛾1 = 0.
(2.3)

Тут

Γ1 = (𝐽3 − 𝐽1)𝜔
2 − Γ,Γ2 = (𝐽3 − 𝐽2)𝜔

2 − Γ,

𝐽𝑠 = 𝐽𝜔, 𝐽 = 𝐽1 + 𝐽2 − 𝐽3 > 0, ̃︀𝐷𝑖 = 𝐷𝑖𝜔 − 𝑃 (𝑖 = 1, 2).

Рiвняння (2.3) описують рух лiнiйної механiчної системи з двома ступенями свободи, що
знаходиться пiд дiєю сил довiльної структури: дисипативних, потенцiйних, гiроскопiчних i
циркуляцiйних. Останнi також називаються силами радiальної корекцiї або непотенцiйни-
ми позицiйними силами [1]. Основна вiдмiннiсть отриманих рiвнянь (2.3) вiд аналогiчних
рiвнянь роботи [1] полягає в тому, що через динамiчну (𝐽2 ̸= 𝐽1) i дисипативну (𝐷2 ̸= 𝐷1)
несиметрiю неможливо спростити характеристичне рiвняння для системи (2.3), введенням
комплексної функцiї 𝛾1 + 𝑖𝛾2 . Характеристичне рiвняння для системи (2.3) має вигляд(︀

𝜆2𝐽1 +𝐷1𝜆+ Γ2

)︀ (︀
𝜆2𝐽2 +𝐷2𝜆+ Γ1

)︀
+
(︁
𝐽𝑠𝜆+ ̃︀𝐷1

)︁(︁
𝐽𝑠𝜆+ ̃︀𝐷2

)︁
= 0

або

𝑎4𝜆
4 + 𝑎3𝜆

3 + 𝑎2𝜆
2 + 𝑎1𝜆+ 𝑎0 = 0, (2.4)

де
𝑎4 = 𝐽1𝐽2 > 0, 𝑎3 = 𝐽1𝐷1 + 𝐽2𝐷2 > 0,
𝑎2 = 𝐽2

𝑠 + 𝐽1Γ1 + 𝐽2Γ2 +𝐷1𝐷2 =
(2𝐽1𝐽2 − 𝐽3𝐽)𝜔2 − (𝐽1 + 𝐽2) Γ +𝐷1𝐷2,

𝑎1 =
(︁ ̃︀𝐷1 + ̃︀𝐷2

)︁
𝐽𝑠 +𝐷1Γ1 +𝐷2Γ2 =

= (𝐽1𝐷2 + 𝐽2𝐷1)𝜔
2 − (𝐷1 +𝐷2) Γ − 2𝐽𝑃𝜔,

𝑎0 = Γ1Γ2 + ̃︀𝐷1
̃︀𝐷2 = (𝐽3 − 𝐽1) (𝐽3 − 𝐽2)𝜔

4+
+ [(𝐽 − 𝐽3) Γ +𝐷1𝐷2]𝜔

2 − (𝐷1 +𝐷2)𝑃𝜔 + 𝑃 2 + Γ2.

(2.5)

На пiдставi критерiю Льенара - Шипара, записаного в iннорном виглядi (см. с.34 [7]),
вивливає, що для того, щоб всi нулi рiвняння (2.4) лежали у вiдкритiй лiвiй пiвплощинi
необхiдно i достатньо, щоб: 1) були позитивнi все коефiцiєнти (або половина цих коефiцi-
єнтiв); 2) були iннорно - позитивними матрицi ∆𝑒

3 та ∆𝑒
1 , тобто
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𝐼3 = |∆𝑒
3| =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝑎4 𝑎2 𝑎0
0 𝑎3 𝑎1
𝑎3 𝑎1 0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = (𝑎2𝑎3 − 𝑎1𝑎4) 𝑎1 − 𝑎0𝑎

2
3 > 0,

𝐼1 = |∆𝑒
1| = 𝑎3 > 0.

Таким чином, умови асимптотичної стiйкостi рiшень (1.5), тобто коли дiє перекидний
момент (Γ > 0) має вигляд

𝑎0 > 0, 𝑎1 > 0 i 𝐼3 > 0

чи

Γ2 + (𝐽 − 𝐽3)𝑤
2Γ + [(𝐽3 − 𝐽1)(𝐽3 − 𝐽2)𝑤

2 +𝐷1𝐷2]𝑤
2 − (𝐷1 +𝐷2)𝑃𝑤 + 𝑃 2 > 0 (2.6)

(𝐷1 +𝐷2)Γ + 2𝐽𝑃𝑤 − (𝐽1𝐷2 + 𝐽2𝐷1)𝑤
2 < 0, (2.7)

(𝐽1 − 𝐽2)
2Γ2 + 𝑏1Γ + 𝑏0 > 0. (2.8)

Тут

𝑏1 = [𝐽2(𝐽3 − 2𝐽2)𝐷
2
1 + (𝐽1𝐽3 + 𝐽2𝐽3 − 4𝐽1𝐽2)𝐷1𝐷2 + 𝐽1(𝐽3 − 2𝐽1)𝐷

2
2]𝐽𝑤

2−

−(𝐷1 +𝐷2)(𝐽1𝐷1 + 𝐽2𝐷2) + 2(𝐽1 − 𝐽2)(𝐽1𝐷2 − 𝐽2𝐷1)𝐽𝑃𝑤, (2.9)

𝑏0 = −𝑃 [(𝐽1𝐷2 + 𝐽2𝐷1)
2 + 4𝐽1𝐽2𝐽

2𝑤2]−

−2𝐽3𝐽
2(𝐽1𝐷1 + 𝐽2𝐷2)𝑤

3 + (𝐽1𝐷1 + 𝐽2𝐷2)[𝐷1𝐷2
̂︀𝐽 − 𝐽1𝐷

2
2 − 𝐽2𝐷

2
1]𝑤.

Нерiвнiсть (2.6) можна представити в такий спосiб

(Γ − (𝐽3 − 𝐽1𝑤
2)(Γ − (𝐽3 − 𝐽2𝑤

2) + (𝐷1𝑤 − 𝑃 )(𝐷2𝑤 − 𝑃 ) > 0, (2.10)

Умови асимптотичної стiйкостi рiшення (1.6), тобто коли дiє момент, який вiдновлюється
(Γ < 0) , слiдують з нерiвностей (2.6) - (2.8) i коефiцiєнтiв (2.9) в яких треба замiнити −𝑃
на −𝑃 i вважати 𝑤 = −𝑃+𝑄

𝐷3
:

Γ2 + (𝐽 − 𝐽3)𝑤
2Γ + [(𝐽3 − 𝐽1)(𝐽3 − 𝐽2)𝑤

2 +𝐷1𝐷2]𝑤
2 + (𝐷1 +𝐷2)𝑃𝑤 + 𝑃 2 > 0, (2.11)

(𝐷1 +𝐷2)Γ − 2𝐽𝑃𝑤 − (𝐽1𝐷2 + 𝐽2𝐷1)𝑤
2 < 0, (2.12)

(𝐽1 − 𝐽2)
2Γ2 + ̃︀𝑏1Γ + ̃︀𝑏0 > 0. (2.13)

Тут ̃︀𝑏1 = [𝐽2(𝐽3 − 2𝐽2)𝐷
2
1 + (𝐽1𝐽3 + 𝐽2𝐽3 − 4𝐽1𝐽2)𝐷1𝐷2 + 𝐽1(𝐽3 − 2𝐽1)𝐷

2
2]𝐽𝑤

2−

−(𝐷1 +𝐷2)(𝐽1𝐷1 + 𝐽2𝐷2) + 2(𝐽1 − 𝐽2)(𝐽1𝐷2 − 𝐽2𝐷1)𝐽𝑃𝑤, (2.14)

̃︀𝑏0 = −𝑃 [(𝐽1𝐷2 + 𝐽2𝐷1)
2 + 4𝐽1𝐽2𝐽

2𝑤2] − 2𝐽3𝐽
2(𝐽1𝐷1 + 𝐽2𝐷2)𝑤

3+

+(𝐽1𝐷1 + 𝐽2𝐷2)[𝐷1𝐷2
̂︀𝐽 − 𝐽1𝐷

2
2 − 𝐽2𝐷

2
1]𝑤.
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3. Дослiдження умов стiйкостi рiшень (1.5)-(1.6).
З нерiвностi (2.12) випливає, що при дiї моменту, що перекидаються (Γ < 0) воно

буде завжди виконано при умовi 𝑃 (𝑄 − 𝑃 ) > 0 , тобто при Q>P>Q або Q<P<Q. Таким
чином, необхiднi i достатнi умови асимптотичної стiйкостi рiвномiрного обертання несиме-
тричного твердого тiла зi збудженням в середовищi, що чинить опiр при дiї перекидаючого
моменту (Γ > 0) записуються у виглядi трьох нерiвностей (2.6) - (2.8), а при дiї вiднов-
люючого моменту (Γ < 0) - у виглядi трьох нерiвностей (2.11) - (2.13). Якщо 𝑄 > 𝑃 > 𝑂
або 𝑄 < 𝑃 < 𝑂 , то з цих трьох нерiвностей залишаються двi нерiвностi (2.11) i (2.13).

Нерiвностi (2.6)-(2.8) i (2.11)-(2.13) щодо 𝑤 мають вiдповiдно четверту, другу i третю
ступенiв. З нерiвностей (2.6)-(2.8) випливає, що при (𝐽3−𝐽1)(𝐽3−𝐽2) > 0, 𝑃 (𝑃 +𝑄) > 0 , i
доcтатньо великих значеннях | 𝑃 +𝑄 | цi нерiвностi будуть виконанi, тому що вiдповiднi
коефiцiєнти при старших ступенях в цих нерiвностях позитивнi. З нерiвностей (2.11) -
(2.13) також випливає, що при (𝐽3 − 𝐽1)(𝐽3 − 𝐽2) > 0, 𝑃 (𝑃 − 𝑄) < 0 , i досить великих
значеннях | 𝑃 −𝑄 | цi нерiвностi будуть виконанi. Таким чином, якщо момент iнерцiї 𝐽3
є найбiльшим або найменшим моментом iнерцiї, то при дiї перекидаючого моменту (Γ < 0)
i 𝑃 (𝑃+𝑄) > 0 , а також при дiї вiдновлюючого моменту (Γ < 0) i 𝑃 (𝑃−𝑄) < 0 рiвномiрне
обертання несиметричного твердого тiла з порушенням в середовищi, що чинить опiр, буде
асимптотично стiйко.

Дослiджуємо стiйкiсть положення рiвноваги. Для цього в нерiвностей (2.6)-(2.8) i
(2.11)-(2.13) покладемо 𝑤 = 0 . Для нерiвностей (2.6)-(2.8) це означає 𝑃 = −𝑄 , а для
(2.11)-(2.13) - 𝑃 = 𝑄 . В цьому випадку нерiвностi (2.6) i (2.8) вiрнi, а (2.7) не виконано.
Нерiвностi (2.11)-(2.13) всi виконанi. Таким чином, тiльки при дiї вiдновлюючого момен-
ту (Γ < 0) буде спостерiгатися стiйке положення рiвноваги за умови рiвностi постiйних
моментiв (𝑃 = 𝑄) або їх вiдсутностi (𝑃 = 𝑄 = 0) .

Розглянемо вплив малої динамiчної i дисипативної несиметрiї на умови стiйкостi
(2.6)-(2.8) i (2.11)-(2.13). Для цього представимо 𝐽2 i 𝐷2 у виглядi

𝐽2 = 𝐽1(1 + 𝜀), 𝐷2 = 𝐷1(1 + 𝜀1), (3.1)

де | 𝜀 |= 1, | 𝜀1 |= 1.
Пiдставивши (3.1) в (2.7)-(2.8) i (2.10) (Γ > 0) , з точнiстю до першого ступеня 𝜀 i

𝜀1 , отримаємо:

(Γ − (𝐽3 − 𝐽1)𝑤
2)2 + (𝐷1𝑤 − 𝑃 )2 + 𝐽1𝑤

2[Γ − (𝐽3 − 𝐽1)𝑤
2]𝜀+

+𝐷1(𝐷1𝑤 − 𝑃 )𝑤𝜀1 > 0, (3.2)

Γ <
𝑤

2𝐷1

[2𝐽1𝐷1𝑤 + 2(𝐽3 − 2𝐽1)𝑃 + 𝐽1(𝐷1𝑊 − 2𝑃 )𝜀− (𝐽3 − 2𝐽1)𝑃𝜀1] > 0, (3.3)

𝑏1Γ + 𝑏0 > 0. (3.4)

Тут

𝑏1 = −𝐷2
1(2[(𝐽3 − 2𝐽1)

2𝑤2 −𝐷2
1] + [(𝐽3 − 2𝐽1)(𝐽3 − 6𝐽1)𝑤

2 +𝐷2
1]𝜀+

+2[(𝐽3 − 2𝐽1)
2𝑤2 − 2𝐷2

1]𝜀1), (3.5)

𝑏0 = 2𝑃 (2[𝐽3(𝐽3 − 2𝐽1)
2𝐷1𝑤

3 − 𝐽1(𝐽3 − 2𝐽1)
2𝑤2𝑃 2 − 𝐽3𝐷

3
1𝑤 − 𝐽1𝐷

2
1𝑃 ]+

+[𝐽3(𝐽3 − 2𝐽1)(𝐽3 − 6𝐽1)𝐷1𝑤
3 − 2𝐽1(𝐽3 − 2𝐽1)(𝐽3 − 4𝐽1)𝑤

2𝑃 − 𝐽3𝐷
3
1𝑤 − 2𝐽1𝐷

2
1𝑃 ]𝜀+

+[𝐽3(𝐽3 − 2𝐽1)
2𝐷1𝑤

3 − 3𝐽3𝐷
3
1𝑤 − 2𝐽1𝐷

2
1𝑃 ]𝜀1) (3.6)
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Пiдставивши (3.1) в (2.12)-(2.13) i (2.15) (Γ < 0) , з точнiстю до першого ступеня 𝜀 i
𝜀1 , отримаємо:

(Γ − (𝐽3 − 𝐽1)𝑤
2)2 + (𝐷1𝑤 − 𝑃 )2 + 𝐽1𝑤

2[Γ − (𝐽3 − 𝐽1)𝑤
2]𝜀+

+𝐷1(𝐷1𝑤 − 𝑃 )𝑤𝜀1 > 0, (3.7)

Γ <
𝑤

2𝐷1

[2𝐽1𝐷1𝑤 − 2(𝐽3 − 2𝐽1)𝑃 + 𝐽1(𝐷1𝑤 + 2𝑃 )𝜀+ (𝐽3 − 2𝐽1)𝑃𝜀1] > 0, (3.8)

̃︀𝑏1Γ + ̃︀𝑏0 > 0, (3.9)

де ̃︀𝑏1 = −𝐷2
1(2[(𝐽3 − 2𝐽1)

2𝑤2 −𝐷2
1] + [(𝐽3 − 2𝐽1)(𝐽3 − 6𝐽1)𝑤

2+

+𝐷2
1]𝜀+ 2[(𝐽3 − 2𝐽1)

2𝑤2 − 2𝐷2
1]𝜀1), (3.10)̃︀𝑏0 = −2𝑃 (2[𝐽3(𝐽3 − 2𝐽1)

2𝐷1𝑤
3 − 𝐽1(𝐽3 − 2𝐽1)

2𝑤2𝑃 2 − 𝐽3𝐷
3
1𝑤 − 𝐽1𝐷

2
1𝑃 ]+

+[𝐽3(𝐽3 − 2𝐽1)(𝐽3 − 6𝐽1)𝐷1𝑤
3+

+2𝐽1(𝐽3 − 2𝐽1)(𝐽3 − 4𝐽1)𝑤
2𝑃 − 𝐽3𝐷

3
1𝑤 + 2𝐽1𝐷

2
1𝑃 ]𝜀+

+[𝐽3(𝐽3 − 2𝐽1)
2𝐷1𝑤

3 − 3𝐽3𝐷
3
1𝑤 + 2𝐽1𝐷

2
1𝑃 ]𝜀1) (3.11)

З нерiвностей (3.2) та (3.7) випливає, що навiть маленька несиметрiя може призвести
до втрати стiйкостi.

Нерiвнiсть (3.2) буде виконана при

Γ > (𝐽3 − 𝐽1)𝑤
2, 𝜀 > 0, [𝐷1𝑄− 𝑃 (𝐷3 −𝐷1)](𝑄+ 𝑃 ) > 0, 𝜀1 > 0,

а також при

0 < Γ < (𝐽3 − 𝐽1)𝑤
2, 𝜀 > 0, [𝐷1𝑄− 𝑃 (𝐷3 −𝐷1)](𝑄+ 𝑃 ) > 0, 𝜀1 > 0.

Нерiвнiсть (3.7) буде виконана при

0 > Γ > (𝐽3 − 𝐽1)𝑤
2, 𝜀 > 0, [𝐷1𝑄+ 𝑃 (𝐷3 −𝐷1)](𝑄− 𝑃 ) > 0, 𝜀1 > 0.

а також при

Γ < (𝐽3 − 𝐽1)𝑤
2, 𝜀 < 0, [𝐷1𝑄+ 𝑃 (𝐷3 −𝐷1)](𝑄− 𝑃 ) 6 0, 𝜀1 < 0.

З нерiвностей (3.3) та (3.8) випливає, що маленька несиметрiя може може зменшити
запас стiйкостi при

(𝐽3 − 2𝐽1)𝑃𝑤𝜀1 > 0, [𝐷1𝑄+ (𝐷1 − 2𝐷3)𝑃 ]𝜀 < 0, (Γ > 0)

та
(𝐽3 − 2𝐽1)𝑃𝑤𝜀1 < 0, [𝐷1𝑄− (𝐷1 − 2𝐷3)𝑃 ]𝜀 < 0, (Γ < 0)

. Дослiдження проведенi в рамках програми фундаментальних дослiджень Мiнiстерства

освiти i науки України (проект № 0116U002522) i за грантової пiдтримки ДФФД (проект
№ Ф71 / 47-2017).
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ON THE STABILITY OF ROTATION OF AN ASYMMETRIC SOLID BODY
WITH EXCITATION IN A MEDIUM THAT RESISTS

SUMMARY
Assuming that the center of mass of a solid is on the third principal axis of inertia of a rigid
body, on the basis of the Lienard-Shipar criterion, written in an innocent form, the asymptotic
stability condition for the uniform rotation of a dynamically asymmetric rigid body with a
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fixed point as a system of three inequalities. The solid is under the action of attraction forces,
dissipative torque and constant moment in the inertial and non-reference frames. The carried
out studies of the asymmetry of a solid body and the dissipative moment, as well as of two
constant moments on the stability conditions for uniform rotation of a rigid body. The results
for a symmetric rigid body in the case of dynamic asymmetry of a rigid body and dissipative
asymmetry are known.

Key words: dynamically asymmetric solid, medium, resists, asymptotic stability.
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Об устойчивости вращения несимметричного твердого тела с возбуждением в
среде, которая сопротивляется

РЕЗЮМЕ
В предположении, что центр масс твердого тела находится на третьей главной оси инер-
ции твердого тела, на основе критерия Льенара-Шипара, записанного в иннорном виде,
полученные в виде системы трех неравенств условия асимптотической устойчивости рав-
номерного вращения динамически несимметричного твердого тела с неподвижной точкой.
Твердое тело находится под действием сил притяжения, диссипативного момента и посто-
янного момента в инерциальной и неирциальний системах отсчета. Проведенные иссле-
дования несимметрии твердого тела и диссипативной момента, а также двух постоянных
моментов на условия устойчивости равномерного вращения твердого тела. Обзор изве-
стны результаты для симметричного твердого тела в случае динамической несимметрии
твердого тела и диссипативной несимметрии.

Ключевые слова: динамично несимметричное твердое тело, среда, сопротивля-
ется, асимптотическая устойчивость.
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