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ПОДАННЯ ФУНКЦIЙНИХ РIВНЯНЬ ЧЕРЕЗ ГРАФИ

У статтi описується вiдповiднiсть мiж графами Крстича та узагальненими квад-
ратичними квазiгруповими функцiйними рiвняннями вiд чотирьох функцiйних змiнних,
показана класифiкацiя цих рiвнянь з точнiстю до парастрофно-первинної рiвносильностi
та вiдповiдних до них графiв з точнiстю до iзоморфiзму.
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Вступ
В данiй статтi продовжується вивчення узагальнених квадратичних функцiйних рiв-

нянь на оборотних (квазiгрупових) функцiях, якi вивчалися досить багатьма авторами в
рiзний час [1, 9, 10, 8, 5, 2, 12].

Функцiйне рiвняння називається:

∙ чистим, якщо в ньому не має нi предметних, нi функцiйних сталих [12];

∙ узагальненим, якщо всi функцiйнi змiннi у рiвняннi рiзнi [5];

∙ квадратичним, якщо кожна предметна змiнна має точно двi появи [5];

∙ бiнарним, якщо всi функцiйнi змiннi є бiнарними операцiями [1];

∙ квазiгруповим, якщо передбачається, що кожна функцiйна змiнна набуває значень
в множинi квазiгрупових операцiй довiльного носiя [12].

В.Д. Бiлоусов [1], А.М. Чебан [5] та iншi вивчали квазiгруповi функцiйнi рiвнян-
ня з точнiстю до еквiвалентностi. Методом для класифiкацiї узагальнених квазiгрупових
функцiйних рiвнянь є парастрофно-первинна рiвносильнiсть, означення якої вперше бу-
ло сформульоване Ф. Сохацьким [2], завдяки чому стало можливим довести не тiльки
парастрофно первинну рiвносильнiсть, а й нерiвносильнiсть двох функцiйних рiвнянь.

В свою чергу, С. Крстич i А. Крапєж вивчали залежнiсть мiж узагальненими ква-
зiгруповими функцiйними рiвняннями i тризв’язними графами. А. Крапєж у статтi [10]
дослiджував узагальненi квадратичнi функцiйнi рiвняння на квазiгрупах. У дисертацiї Са-
ви Крстича [11] доведена теорема про те, що у бiнарному випадку квадратичнi функцiйнi
рiвняння на квазiгрупах можна представити у виглядi мультиграфiв.

Бiнарнi узагальненi квадратичнi квазiгруповi функцiйнi рiвняння можуть бути зоб-
раженi у виглядi 3-зв’язних графiв [11]. Побудова 3-зв’язних графiв описана в [6]. У статтi
Александара Крапєжа [8] наведено класифiкацiю неiзоморфних графiв Крстича вiд 2 вер-
шин i 4 ребер та вiд 4 вершин i 6 ребер, якi вiдповiдають узагальненим квадратичним
функцiйним рiвнянням з двома та чотирма функцiйними змiнними. Рiвняння та вiдповiд-
нi графи можна побачити в Таблицi 1, п.1-2.
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З точнiстю до парастрофно-первинної рiвносильностi iснує точно два бiнарних уза-
гальнених квадратичних функцiйних рiвнянь з двома функцiйними змiнними та iснує
точно п’ять бiнарних узагальнених квадратичних функцiйних рiвнянь з чотирма функ-
цiйними змiнними [8].

У дисертацiї Р. Коваль (див. 1.4, 1.5, 2.10, 2.13, 2.17, 2.21-2.26, 2.28-2.33 в [9]) до-
слiджено та видiлено 17 бiнарних узагальнених квазiгрупових квадратичних функцiйних
рiвнянь з шiстьма функцiйними змiнними з точнiстю до парастрофно-первинної рiвно-
сильностi.

Метою дослiження в цiй статтi є зображення бiнарних узагальнених квадратичних
вазiгрупових функцiйних рiвнянь вiд шести функцiйних змiнних, використовуючи метод
подання функцiйних рiвнянь через 3-зв’язнi мультиграфи.

У цiй статтi, наведено вигляди неiзоморфних графiв, що вiдповiдають кожному от-
риманому Р. Коваль рiвнянню вiд шести функцiйних змiнних (табл. 1, п.3) та встановлено
класифiкацiю бiнарних узагальнених квадратичних вазiгрупових функцiйних рiвнянь вiд
шести функцiйних змiнних з точнiстю до парастрофно-первинної рiвносильностi.

1. Основнi означення та результати
Нагадаємо означення оборотної функцiї:

Означення 1. Оборотною називається функцiя 𝑓 , якщо для всiх 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑄 iснують
єдинi розв’язки рiвнянь 𝑓(𝑥, 𝑎) = 𝑏 , 𝑓(𝑎, 𝑦) = 𝑏 , а пара (𝑄; 𝑓) називається квазi-
групою [1].

Означення 2. Функцiйним рiвнянням [12] є унiверсальне замикання рiвностi двох тер-
мiв, яке можна показати такою формулою 𝑇1 = 𝑇2 , де 𝑛 — кiлькiсть рiзних предмет-
них змiнних, що входять в запис термiв 𝑇1 i 𝑇2 , причому терми 𝑇1 i 𝑇2 визначенi над
алфавiтами:

{𝐹1, 𝐹2, . . . } — множина функцiйних змiнних;
{𝑥1, 𝑥2, . . . } — множина предментних змiнних.

Нагадаємо, що два функцiйнi рiвняння називаються парастрофно первинно рiвно-
сильними [2], якщо вiд одного до iншого можна перейти за скiнченну кiлькiсть таких
крокiв:

∙ застосування таких гiпер-тотожностей [10]:
𝑙𝐹 (𝐹 (𝑥, 𝑦); 𝑦) = 𝑥; 𝐹 (𝑙𝐹 (𝑥, 𝑦); 𝑦) = 𝑥;

𝑟𝐹 (𝑥, 𝐹 (𝑥, 𝑦)) = 𝑦; 𝐹 (𝑥, 𝑟𝐹 (𝑥, 𝑦)) = 𝑦;

∙ перейменування предметних змiнних;

∙ перейменування функцiйних змiнних;

∙ замiна частин рiвняння мiсцями (𝜔 = 𝜐 на 𝜐 = 𝜔 ).

2. Метод побудови неiзоморфних графiв Крстича
Означення 3. Мультиграф [5] — це трiйка (𝑉,𝐸, 𝐼) , де 𝑉 та 𝐸 — неперехреснi мно-
жини, елементи яких називаються вершинами та ребрами вiдповiдно, а 𝐼 — це iнци-
дентне вiдношення 𝐼 ⊆ 𝑉 ×𝐸 . Ребро називається петлею, якщо його кiнцi збiгаються,
тобто 𝑒 = {𝑣, 𝑣} . Граф 𝐺 називається планарним, якщо його можна представити
точками (вершини) i лiнiями (ребра) в евклiдовiй площинi, так що лiнiї перетинаються
лише на вершинах.
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Мультиграф називається графом Крстича тодi i тiльки тодi, коли вiн задовольняє
таким умовам:

∙ є кубiчним (тобто з кожної вершини виходить три ребра);

∙ є 3-зв’язним (тобто всi його вершини 3-зв’язнi мiж собою);

∙ iснує додатнє цiле число 𝑛 таке, що кiлькiсть вершин |𝑉 | = 2𝑛 i кiлькiсть ребер
|𝐸| = 3𝑛 .

Вiдповiдно до статтi Крапєжа i Живковiча [5], граф Крстича, який вiдповiдає уза-
гальненому квадратичному функцiйному рiвнянню будується таким чином:

1. Вершинами графа є вiдповiднi функцiйнi змiннi рiвняння 𝜔 = 𝜐 ;

2. Ребрами графа є пiдтерми з 𝜔 та 𝜐 , в тому числi й самi 𝜔 та 𝜐 , якi вважаються
одним ребром, фнакше кажучи, будь-яка предметна змiнна вважається одним реб-
ром;

3. Якщо 𝐴(𝑝, 𝑞) є пiдтермом 𝜔 або 𝜐 , то вершина 𝐹 iнцидентна ребрам 𝑝, 𝑞, 𝐹 (𝑝, 𝑞) ,
iнших ребер немає.

Теорема 1. [7]. Узагальненi квадратичнi квазiгруповi функцiйнi рiвняння є первинно-
парастрофно рiвносильними тодi i тiльки тодi, коли їх вiдповiднi мультиграфи є iзо-
морфними.

Таблица 1: Класифiкацiя бiнарних функцiйних рiв-
нянь та вiдповiдних графiв

№ Кiлькiсть Функцiйне рiвняння Граф
функцiйних
змiнних

1 2 функцiйнi
змiннi

𝐹1(𝑥, 𝑥) = 𝐹2(𝑦, 𝑦)

𝐹1(𝑥, 𝑦) = 𝐹2(𝑥, 𝑦)

2 4 функцiйнi
змiннi

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥), 𝐹3(𝑦, 𝑦)) = 𝐹4(𝑧, 𝑧)

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥), 𝑧) = 𝐹3(𝐹4(𝑦, 𝑦), 𝑧)

Продовження на наступнiй сторiнцi
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Таблица 1 – Продовження з попередньої сторiнки
№ Кiлькiсть Функцiйне рiвняння Граф

функцiйних
змiнних

𝐹1(𝐹2(𝐹3(𝑥, 𝑥), 𝑦)) = 𝐹4(𝑦, 𝑧)

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑦), 𝑧)) = 𝐹3(𝐹4(𝑥, 𝑦), 𝑧)

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑧), 𝑦)) = 𝐹3(𝐹4(𝑥, 𝑦), 𝑧)

3 6 функцiйних
змiнних

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑦), 𝐹3(𝑢, 𝑣)) =
= 𝐹4(𝐹5(𝑥, 𝑢), 𝐹6(𝑦, 𝑣))

3 6 функцiйних
змiнних

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑦), 𝐹3(𝑧, 𝑢)) =
= 𝐹4(𝐹5(𝐹6(𝑥, 𝑧), 𝑦), 𝑢)

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑦);𝐹3(𝑧, 𝑢)) =
= 𝐹4(𝐹5(𝐹6(𝑥, 𝑦), 𝑧), 𝑢)

𝐹1(𝐹2(𝐹3(𝑥, 𝑦), 𝑧), 𝑧) =
= 𝐹4(𝐹5(𝐹6(𝑥, 𝑦), 𝑢), 𝑢)

Продовження на наступнiй сторiнцi
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Таблица 1 – Продовження з попередньої сторiнки
№ Кiлькiсть Функцiйне рiвняння Граф

функцiйних
змiнних

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑦), 𝐹3(𝑧, 𝑢)) =
= 𝐹4(𝐹5(𝑥, 𝑦), 𝐹6(𝑧, 𝑢))

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥), 𝐹3(𝑦, 𝑦)) =
= 𝐹4(𝐹5(𝑧, 𝑧), 𝐹6(𝑢, 𝑢))

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥), 𝐹3(𝑦, 𝑦)) =
= 𝐹4(𝐹5(𝐹6(𝑧, 𝑧), 𝑢), 𝑢)

3 6 функцiйних
змiнних

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥), 𝐹3(𝑦, 𝑦)) =
= 𝐹4(𝐹5(𝑧, 𝑢), 𝐹6(𝑧, 𝑢))

𝐹1(𝐹2(𝐹3(𝑥, 𝑥), 𝑦), 𝑦) =
= 𝐹4(𝐹5(𝑧, 𝑢), 𝐹6(𝑧, 𝑢))

𝐹1(𝐹2(𝐹3(𝑥, 𝑥), 𝑦), 𝑦) =
= 𝐹4(𝐹5(𝐹6(𝑧, 𝑧), 𝑢), 𝑢)

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑦), 𝐹3(𝑥, 𝑦)) =
= 𝐹4(𝐹5(𝑧, 𝑢), 𝐹6(𝑧, 𝑢))

Продовження на наступнiй сторiнцi
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Таблица 1 – Продовження з попередньої сторiнки
№ Кiлькiсть Функцiйне рiвняння Граф

функцiйних
змiнних

𝐹1(𝐹2(𝐹3(𝑥, 𝑥), 𝑦), 𝐹4(𝑦, 𝐹5(𝑧, 𝑧))) =
= 𝐹6(𝑢, 𝑢)

𝐹1(𝐹2(𝐹3(𝑥, 𝑥), 𝑦), 𝑧) =
= 𝐹4(𝐹5(𝑦, 𝑧), 𝐹6(𝑢, 𝑢))

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥), 𝐹3(𝑦, 𝑧)) =
= 𝐹4(𝐹5(𝑦, 𝑧), 𝐹6(𝑢, 𝑢))

3 6 функцiйних
змiнних

𝐹1(𝐹2(𝐹3(𝑥, 𝑦), 𝑧), 𝐹4(𝐹5(𝑥, 𝑦), 𝑧)) =
= 𝐹6(𝑢, 𝑢)

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑦), 𝑧) =
= 𝐹3(𝐹4(𝑥, 𝐹5(𝑦, 𝑧)), 𝐹6(𝑢, 𝑢))

𝐹1(𝐹2(𝐹3(𝑥, 𝑦), 𝐹4(𝑢, 𝑢)), 𝑧) =
= 𝐹5(𝐹6(𝑥, 𝑦), 𝑧)

Теорема 2. Iснує точно
– 2 неiзоморфних графи Крстича вiд двох вершин [8],
– 5 неiзоморфних графiв Крстича вiд 4 вершин [8]
– 17 неiзоморфних графiв Крстича вiд 6 вершин.
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Висновки
Кожен з графiв в п.3 табл. 1 має 6 вершин i кожному вiдповiдає рiвняння вiд шiстьох

функцiйних змiнних. Згiдно з означенням, а також як видно з рисункiв, графи не є iзо-
морфними, бо зв’язки мiж вершинами в кожному з них є рiзними, тобто усi 17 рiвнянь
справдi є парастрофно-первинно нерiвносильними, що пiдтверджує отриманий результат
у дисертацiї Коваль.
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REPRESENTATION OF FUNCTIONAL EQUATIONS BY GRAPHS

SUMMARY
In the article, the correspondence between the Krstic graphs and the generalized quadratic
quasigroup functional equations in the four functional variables is described. The classification
of these equations up to the parastrophically-primary equivalence and corresponding to them
graphs up to the isomorphism is given.
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ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ЧЕРЕЗ ГРАФЫ

РЕЗЮМЕ
В статье описываются соответствия между графам Крстыча и обобщеными квадратич-
ными функциональными квазигрупповыми уравнениями от четырех фунциональных пе-
ременных, дана полная классификация этих уравнений с точностью к парастрофно-
первичной эквивалентности и соответствующих графов с точностью к изоморфизма.

Ключевые слова: квазигруппа, обратимая функция, функциональное уравнение,
мультиграф, граф Крстича, парастроф, єквивалентность, изоморфизм, парастрофно-
первичная єквивалентность.
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