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Переклад з англiйської Ф.М. Сохацького та В.Д. Обшанської для кращого ро-
зумiння молодих математикiв, якi працюють в теорiї квазiгруп, луп та латин-
ських квадратiв, а також алгебри, геометрiї, топологiї та комбiнаторики.

IСТОРИЧНI НОТАТКИ З ТЕОРIЇ ЛУП

Ця стаття розглядає походження теорiї луп i ранню її iсторiю, охоплюючи перiод з
20-х по 60-тi роки 20-го столiття.

Ключовi слова: група, лупа, квазiгрупа, iзотоп, ґратка, асоцiативнiсть, iсторiя
математики, алгебра, геометрiя, топологiя, комбiнаторика

Вступ
Ця стаття є спробою не лише вiдобразити та впорядкувати джерела походження те-

орiї луп, узгодивши мiж собою хронологiчно та географiчно, а i висвiтлити рiзноманiтнi
галузi науки, де зароджувалися основнi поняття та ставились рушiйнi проблеми її розви-
тку. 70 рокiв розвитку теорiї луп є порiвняно невеликим перiодом в порiвняннi, скажiмо,
з 300-лiтнiм розвитком диференцiального числення. Оскiльки теорiя луп є вiдносно мо-
лодою галуззю математики, її часто неправильно iнтерпретують. Саме тому надзвичайно
важливо знати особливостi її походження.

На питання “Що таке лупа?”, найпростiша вiдповiдь така: це група без асоцiативно-
стi. I це правильно, але така вiдповiдь не повна. Важливо вiдмiтити, що теорiя луп не є
узагальненням лише теорiї груп, але є самодостатньою галуззю, що має принаймнi чотири
джерела походження i розвитку: алгебра, геометрiя, топологiя i комбiнаторика.

Озираючись на першi 50 рокiв розвитку теорiї луп, можна побачити, що кожнi 10
рокiв спричинювали нову важливу фазу її розвитку. Цi перiоди можна пiдсумувати так:

1. 20-тi роки XIX ст. — поява перших iдей неасоцiативностi.

2. 30-тi роки XIX ст. — визначальний перiод (Нiмеччина);

3. 40-60-тi роки — побудова базового алгебричного каркасу i нових пiдходiв до прое-
ктивної геометрiї (США);

4. 50-60-тi роки — повернення луп до Захiдної Європи (Англiя, Францiя, Нiмеччина,
Нiдерланди i Iталiя);

5. 60-тi роки — зростання розвитку теорiї луп в Радянському Союзi.

Кожний з перiодiв 2)–5), зображений в лiтературi класичною книгою цiєї епохи, яка
до сьогоднiшнього дня залишається основним довiдником вiдповiдної галузi.

2. Blaschke and Bol “Geometry of Webs” 1938 (German)
3. Bruck “A Survey of Binary Systems” 1958 (English)
4. Pickert “Projective Planes” 1955 (German)
5. В. Д. Белоусов “Основы теории квазигрупп и луп” 1967
Однiєю з цiлей цiєї статтi є висвiтлення вмотивованих першопричин появи перших

публiкацiй з теорiї квазiгруп Муфанг i Бола. Подiї тих рокiв є надто вiддаленими у часi
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для багатьох людей, щоб отримати iнформацiю з перших рук або почути її вiд свiдкiв.
Але з iншого боку цi подiї є досить недавними, щоб можна було їх знайти в книжках з
iсторiї математики або навiть на нових математико-iсторичних веб-сторiнках.

Давайте розпочнемо з перiоду I, або точнiше з передiсторiї неасоцiативностi.

1920-тi роки — першi iдеї неасоцiативностi
В iсторiї науки вiдомо багато випадкiв, коли революцiйнi iдеї витали в повiтрi, аж

поки вони не були впровадженнi в рiзних мiсцях, iнколи незалежно i в рiзних формах.
Протягом останнiх двох столiть, два таких видатних випадки сталися в математицi

i фiзицi. Гiперболiчна геометрiя була вiдкрита майже одночасно Лобачевським та Болйаї
(Bolyai) в 1820-х роках i надалi були поєднанi з геометрiєю Рiмана (повiдомлено в 1866
роцi ), щоб створити неевклiдову геометрiю. Так само, на межi 20-го столiття цiлком
нове поняття простору i часу з’явилося з перетворень Лоренца 1895, яке замiнило ранiше
визначене поняття Гелiлея, i спецiальну теорiю вiдносностi Енштейна, 1905. Тепер нам
вiдомо, що цi двi iдеї, неевклiдова геометрiя та криволiнiйне поняття простору i часу, не
є цiлком не зв’язаними мiж собою i обидвi iдеї допомогли пiдготувати ґрунт для поняття
неасоцiативностi.

Найстарiша неасоцiативна операцiя, яка використовувалась людством — це вiднiма-
ння натуральних чисел. Але найпершим прикладом абстрактної неасоцiативної системи
були числа Келлi, побудованi Артуром Келлi (Arthur Cayley) в 1845 роцi. Пiзнiше вони
були узагальненi Дiксоном (Dickson) i тепер вiдомi як алгебри Келлi-Дiксона. Вони стали
предметом посиленого вивчення в 20-их роках, оскiльки вони вiдiграють визначну роль в
будовi альтернативних кiлець.

Iншим класом неасоцiативних структур була система з однiєю бiнарною операцiєю.
Однiєю з найперших публiкацiй, в якiй розглядались неасоцiативнi бiнарнi системи, була
праця А.К.Сушкевича (1929) “Про узагальнення асоцiативного закону”. На той час Су-
шкевич був професором математики у Воронежi.

У своїй статтi Сушкевич вiдмiчає, що в доведеннi теореми Лагранжа для груп можна
не використовувати асоцiативний закон. Вiн робить справедливе припущення, що можна
мати неасоцiативну бiнарну систему, яка б задовольняла властивостi Лагранжа. Вiн будує
два типи так званих “узагальнених груп ”, якi задовольняють постулату 𝐴 або постулату
𝐵 . У пiдходi Сушкевича можна визначити деякi раннi i пiдходи в напрямку сучасної
теорiї луп як узагальнення теоретико-групових понять. Його "узагальненi групи"можна
розглядати як попередники такої сучасної теорiї кваiзiгруп як iзотопи груп.

Нажаль iдеї Сушкевича не були визнаними в свiй час в його країнi. Нещадний пе-
рiод полiтичних репресiй у 30-тi роки XX ст. настав у СРСР i уряд вважав Сушкевича
полiтично ненадiйним. Вiн походив з дрiбного росiйського дворянства. I що найгiрше, вiн
вивчав математику в Берлiнi до революцiї, i опублiкував свою статтю (1929) в американ-
ському журналi. В кiнцi своєї викладацької дiяльностi в Харковi, Сушкевичу заборонили
керувати написанням дисертацiй — обставина, що перешкодила подальшому розвитку та
поширенню його iдей. I лише в кiнцi 30-тих рокiв з появою праць Медича (Murdoch) в
Америцi i праць Бєлоусова 1960-тих рокiв в Росiї, роботи Сушкевича знов привернули до
себе увагу.

1930 — Визначальний перiод
Для того щоб розглянути наступний етап, ми повиннi глянути на Нiмеччину 1930-

тих рокiв, де iнтерес до теорiї квазiгруп зростав одночасно i в алгебрi, i в геометрiї, i в
топологiї. Традицiйно геометрiя була сильною в Нiмеччинi з часiв Гауса, в той час як
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алгебра 20-го столiття була переважно британською. Однак стан нiмецької алгебри почав
значно змiнюватися з часу Гiльберта i його аксiоматичного пiдходу до алгебри i геометрiї.

До 1920-х рокiв разом з Гетингенським унiверситетом вiдносно новий Гамбургський
унiверситет ставав новим центром дослiджень. Це обставина, яка зробила важливий вне-
сок до появи квазiгруп. Дослiдження розвивалося декiлькома шляхами, якi згодом пере-
плiталися.

В цей час на алгебричну сцену виходять блискучi алгебристи з Гамбурга такi, як
Ерiх Гекке (Erich Hecke), учень Гiльберта; Емiр Артiн (Emil Artin) та його учнi Макс
Цорн (Max Zorn) i Ганс Зеценгаус (Hans Zassenhause). Вперше алгебричний iнтерес до
неасоцiативностi, прийшов не з бiнарних систем, як це було у випадку Сушкевича, а з
альтернативних алгебр. Багато хто сподiвався, що квазiгрупи будуть кориснi в математи-
цi квантової механiки. Цi надiї нiколи не були здiйсненi, але в процесi розвитку почала
з’являтись значимiсть неасоцiативностi. Саме в цей час, Артiн довiв теорему, яку Муфанг
пiзнiше використає в своїй вiдомiй працi з теорiї квазiгруп.

Теорема Артина: В альтернативнiй алгебрi кожнi три елементи, якi асоцiюють
вiдносно множення, породжують пiдалгебру.

Одночасно, дослiдження в геометричному напрямку слiдувало принципу Гiльберта
про те, що геометричнi аксiоми площин вiдповiдають алгебричним властивостям їх коор-
динатизуючих систем.

Надзвичайно хвилюючi дослiдження вiдбувалися в диференцiальнiй геометрiї. Поза
сумнiвом, що на той час найбiльш визначною фiгурою на Гамбурському математичному
семiнарi був Вiльгельм Блашке (Wilhelm Blaschke). Його магнетична особистiсть i iнно-
вацiйна робота в диференцiальнiй геометрiї приваблювала до нього i до його iдей багато
молодих i талановитих математикiв. Новою галуззю математики, яку вiн створював, була
"геометрiя ґраток". Книга Блашке з геометрiї ґраток у спiвавторствi з Болом вийшла ли-
ше у 1938 роцi, але їй передували багато окремих публiкацiй з цього предмету, що виданi
ним i його послiдовниками, включаючи 66 статей серiї “Ґратки та групи”. Лише Бол напи-
сав 14 статей до цiєї серiї. Серед найперших були статтi Томсена (Thomsen) i Райдемайстра
(Reidemeister), чиї iмена нам вiдомi з вiдповiдної ґраткової конфiгурацiї. Заголовок цiєї
серiї “Ґратки та групи” з пiдзаголовком “Топологiчнi питання диференцiальної геометрiї”
також значимий, оскiльки вiн чiтко поєднав три основнi галузi, з яких виникла теорiя луп:
геометрiю, алгебру i топологiю. Топологiчний аспект з’явився з таких питань як лiнеарi-
зацiя: чи iснує єдине топологiчне перетворення, яке вiдображає ґратку кривих у лiнiйну
ґратку. Бол, серед iнших, зробив важливий внесок до цiєї галузi дослiдження.

З цiєї точки зору теорiї луп всi цi подiї завершилися появою двох статей Рут Муфанг
(Ruth Moufang) “Zur Struktur von Alternativkoerpern” (1935) та Герiта Бола (Gerrit Bol)
“Gewebe und Gruppen” (1937), в яких визначено два найважливiшi класи луп, якi тепер
нам вiдомi як лупи Муфанг та лупи Бола. Цi двi статтi разом стали формальним початком
теорiї луп.

Спочатку ми розглянемо статтю Муфанг, яка мотивована публiкацiєю Макса Цорна
(Max Zorn) з альтернативних кiлець, в якiй Цорн використовує теорему Артiна. Муфанг
починає з альтернативного поля i прагне довести теорему Артiна, користуючись лише
мультиплiкативною системою. Вона визначає структуру, яку називає 𝑄* i яка задовольняє
таким постулатам:

(1), (2) замкненiсть, iснування одиничного елементу i однозначнiсть обернених,
(3) 𝑎(𝑎′𝑏) = (𝑎𝑎′)𝑏, (𝑏𝑎′)𝑎 = 𝑏(𝑎′𝑎) ,
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(4) [𝑎(𝑐𝑎)]𝑏 = 𝑎[𝑐(𝑎𝑏)] .
Вона також визначає систему 𝑄*,* , вiрячи, що вона вiдрiзняється вiд 𝑄* . 𝑄*,* за-

довольняє додатковiй тотожностi:
(5) (𝑎𝑏)(𝑐𝑎) = 𝑎[(𝑏𝑐)𝑎] .
Невдовзi Бол показав, що (4) спричинює (5), а Брак пiзнiше довiв, що обидвi вони

рiвносильнi двом iншим тотожностям
(6) [(𝑎𝑏)𝑐]𝑏 = 𝑎[𝑏(𝑐𝑏)] .
Можна побачити, що систему 𝑄* , яка тепер вiдома як лупа Муфанг, можна визна-

чити довiльною тотожнiстю Муфанг за допомогою будь-якої тотожностi (4)–(6).
Муфанг довела, що 𝑄* є диасоцiативною, тобто пiдквазiгрупою, що породжена до-

вiльними двома елементами є асоцiативною, i довела теорему, яка є вiдлунням теореми
Артiна, i яка тепер вiдома як теорема Муфанг. Вона також дає геометричну iнтерпретацiю
теореми Артiна для проективних площин, показуючи, що проективна площина задоволь-
няє теоремi про повний чотирикутник тодi i тiльки тодi вона може бути координатизована
альтернативним полем. Сьогоднi ми називаємо таку площину площиною Муфанг.

Муфанг (1905-1977) разом з Софiєю Ковалевською та Еммi Ньотер (Emmy Noether)
була однiєю з трьох жiнок, якi зробили собi iм’я в математицi. З фемiнiстичної точки зору,
важко не пишатися тим, що наша галузь заснована жiнкою.

Муфанг, геометр, навчалась в Франкфуртському унiверситетi, а пiзнiше у Кенiгс-
берзi, де вона зазнала сильного впливу Райдемайстра. Перед статтею про квазiгрупи,
вона опублiкувала 14 статей на геометричнi теми. Здобувши ступiнь доктора фiлософiї
в Кенiгсберзi, Муфанг повернулась до Франкфурта з намiром зробити кар’єру науков-
ця. Невдовзi вона була повiдомлена мiнiстром освiти Третього Рейху, що їй як жiнцi, не
дозволяється викладати в унiверситетi, у якому переважають чоловiки. Їй дозволяється
проводити лише дослiдницьку роботу. Отже, Муфанг з 1937 року працювала як промисло-
вий математик в Корпорацiї Крупа. Пiсля вiйни вона повернулась до Франкфуртського
унiверситету i стала у Нiмеччинi першою жiнкою-професором з математики.

Муфанг нiколи бiльше не публiкувалась, але на щастя жила досить довго, щоб по-
бачити плоди своєї ранньої роботи, спостерiгаючи як її iм’я додається до таких понять як
лупи Муфанг та площини Муфанг. На сьогоднi, звичайно, є набагато бiльше нових гiлок
на “деревi” Муфанг: симетрiї Муфанг, полiгони Муфанг, формування Муфанг не лише в
алгебрi i геометрiї, а також i в iнших галузях, включаючи математичну фiзику.

Наступною найважливiшою статтею з теорiї квазiгруп є стаття “Gewebe und Gruppen”
Ґерiта Бола (1937), яка з’явилась двома роками пiзнiше статей Муфанг. Пiдхiд Бола по-
ходить вiд гратко-геометричної точки зору. Вiн будує три нових конфiгурацiї 𝑈1 , 𝑈2 ,
𝑈3 i ставить питання, чи замикання цих трьох фiгур спричинює асоцiативнiсть. Вiн дає
негативну вiдповiдь i показує, що цi три фiгури разом спричинюють лише закон

𝑎[𝑏(𝑐𝑏)] = [(𝑎𝑏)𝑐]𝑏,

який точно є однiєю iз тотожностей Муфанг. Щоб продемонструвати цей факт Бол наво-
дить приклад, який побудований Заценгаусом. Цей приклад (порядку 81) фактично був
першим прикладом неасоцiативної комутативної лупи Муфанг.

Надалi Бол пояснює алгебричне значення кожної iз зазначених 𝑈 фiгур, i показує
що 𝑈1 та 𝑈2 вiдповiдають законам, якi тепер ми називаємо правою тотожнiстю Бола та
лiвою тотожнiстю Бола вiдповiдно:

𝑎((𝑏𝑐)𝑏) = ((𝑎𝑏)𝑐)𝑏 та (𝑏(𝑐𝑏))𝑎 = 𝑏(𝑐(𝑏𝑎)).
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Заценхаус знову був першим, хто невдовзi побудував перший приклад правої лупи Бола.
Бол також доводить наступнi властивостi, якi випливають з 𝑈 фiгур:
𝑈1 права властивiсть оборотностi: (𝑑𝑐)𝑐′ = 𝑑
𝑈2 лiва властивiсть оборотностi: 𝑎′(𝑎𝑏) = 𝑏
𝑈3 анти-автоморфний закон оборотностi: (𝑎𝑏)′ = 𝑏′𝑎′

Бол показує, що 𝑈1 та 𝑈2 разом спричинюють 𝑈3 , а коли всi три фiгури замкненi,
то отримуємо квазiгрупу Муфанг 𝑄* . Бол також демонструє, що квазiгрупа Муфанг 𝑄*

задовольняє еластичному закону 𝑏(𝑐𝑏) = (𝑏𝑐)𝑏 .
Таким чином Бол практично роз’єднує тотожнiсть Муфанг на двi тотожностi, пока-

зуючи, що говорячи сучасною мовою, лупа є лупою Муфанг тодi i тiльки тодi, коли вона є
лiвою i правою лупою Бола. Iронiя полягала у тому, що пишучи свої роботи, Бол не знав
про працю Муфанг. В зауваженнях вiн визнав, що її праця попалась йому на очi лише
пiсля того, коли вiн практично завершив написання своєї статтi. Цим самим ми маємо ще
один приклад одночасного розвитку подiбних iдей з рiзних джерел.

Нi Муфанг нi Бол нiколи не поверталися до теорiї квазiгруп, хоча надалi Бол плiдно
публiкувався з питань диференцiальної геометрiї. Коли ми запросили Бола на конферен-
цiю з луп Муфанг i луп Бола з нагоди його 70-тої рiчницi, яка вiдбувалась в Обервольфi в
1976 роцi, вiн прийшов i терпляче слухав лекцiю Д.А. Робiнсона (D.A.Robinson) першого
математика, який серйозно розпочав вивчення луп Бола в 1960-тi роки. Проте пiзнiше
Бол зiзнався нам, що лупи, якi носять його iм’я, бiльше не викликали в нього iнтерес на
вiдмiну вiд археологiї, яка на пенсiї захопила його уяву.

Пiсля Муфанг i Бола розвиток цiєї галузi в Нiмеччинi зупинився через полiтичну
ситуацiю i початок вiйни. Герiт Бол (1906-1989), будучи голандцем, змушений приєднатися
до голанського вiйська в 1940 роцi, i невдовзi став нiмецьким в’язнем вiйни. Проте, його
наставник Блашке зумiв врятувати його i вiн продовжував свою працю в Нiмеччинi. З
1945 року i надалi вiн обiймав посаду професора в Фрайбурзi.

1940-1960 Побудова базового алебричного каркасу i новi пiдходи до проективної
геометрiї

Пiсля занепаду вивчення квазiгруп в Нiмеччинi, саме Сполученi Штати стали новим
центром дослiдження у цiй галузi. Чому Сполученi Штати? На це було 2 основнi причини.

Першим важливим фактором було те, що багато видатних математикiв змушенi були
покинути Нiмеччину, коли Гiтлер прийшов до влади. Це тi, хто, або самi були євреями,
або дружина чи чоловiк були євреями. Серед них були Емiль Артiна, Рейнхольд Баєр
(Reinhold Baer), Рiчард Брауера (Richard Brauer) i Макс Зорн - вченi, якi вже серйозно
ропочали дослiдження в теорiї квазiгруп. Багато з них прибули до Сполучених Штатiв i
продовжили своє дослiдження у цiй галузi. Зокрема, Рейнхольд Баєр.

Iншою важливою причиною було те, що сильний iнтерес до неасоцiативних структур
вже iснував в Штатах. Зокрема в Чикагському унiверситетi. Леонард Дiксон (Leonard
Dickson), чиє iм’я нам вiдоме з аглебри Келлi-Дiксона, був викладачем в Чикаго разом
зi своїм колишнiм студентом Авраамом Андрiаном Альбертом (Abraham Adrian Albert).
Таким чином Чикаго став новим центром дослiджень квазiгруп в 1940-i роки XX ст. Так
само як Гамбург в попереднiй декадi.

Крiм дослiджень в альтернативних алгебрах, вже було декiлька американських пу-
блiкацiй з теорiї квазiгруп:

1937 Hausmann and Ore “Theory of Quasi-Groups”;
1939 Murdoch “Quasi-Groups Which Satisfy Certain Generalized Associative Laws“;
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1940 Garrison “Quasi-Groups”.
Усi три автори вже використовували термiн квазiгрупа у широкому розумiннi, як

ми це робимо зараз, а не як 𝑄* система Муфанг. Усi три автори припускали iснування
одиничного елемента. В той час як Медоч уже розглядав випадок односторонньої одиницi.

Саме в цей час термiнологiя теорiї квазiгруп зазнала iсторичних змiн. Ставало оче-
видним, що необхiдно розрiзняти два класи квазiгруп: тi що мають нейтральний елемент,
i тi, в яких його немає. Необхiдна була нова назва для систем з одиницею. Це сталось
приблизно в 1942 роцi серед членiв семiнару Альберта в Чикаго, якi запровадили слово
“лупа” за аналогiєю Chicago Loop (Чiкагська Петля). Для жителiв Чикаго, термiн “лупа”
означає основний бiзнесовий район, а також наземний поїзд, який насправдi робить петлю
навколо цiєї частини мiста.

Це був блискучий вибiр у декiлькох значеннях. По-перше слово “лупа” римується iз
словом “група”. По-друге, воно виражає замкненiсть. А по-третє, воно коротке i просте,
тому воно може легко адаптуватися в рiзнi мови. На сьогоднi воно використовується в
багатьох мовах iз незначними змiнами: наприклад DIE LOOP у нiмецькiй мовi (вперше
використав Пiкет), ЛУПА у росiйськi мовi. Французи, як вiдомо, оригiнальнi i не конфор-
мiськi, тому французькою мовою — LA BOUCLE.

Першими публiкацiями, якi ввели термiн “лупа”, були двi дуже важливi статтi Аль-
берта, написанi в 1943 роцi: “Quasigroups I ” i “Quasigroups II”. Крiм нового термiну “лупа”,
дуже важливого аспекту статтi “Quasigroups I ”, було введено поняття “iзотоп квазiгрупи”.
Невдовзi пiсля статей Альберта з’явилися двi дуже важливi публiкацiї Рiчарда Губерта
Брака: Richard Hubert Bruck “Some Results in the Theory of Quasigroups” (1944) та “Contri-
butions to the Theory of Loops”(1946). Поза сумнiвом у цей американський перiод розвитку
теорiї луп, який тривав з 1940-х до 1960-х рокiв, найважливiшу роль слiд визнати за Аль-
бертом i Браком та їх школами.

Для сьогоднiшнього молодого поколiння, поняття школи, може видатися застарi-
лим. У цей новий вiк легкого кiбер-спiлкування практично кожен може спiлкуватись з
будь-ким, де б вiн не знаходився, за допомогою електронної пошти та Iнтернету, ставлячи
питання i, якщо пощастить, отримати вiдповiдь чи iнформацiю. Але це було зовсiм не так
у першi днi розвитку цiєї галузi, коли важливi школи надихали i сприяли розвитку нових
iдей. Поняття “школа” — було не просто школою розвитку думки, але часто пов’язувалось
також з сильною особистiстю її лiдера, i з певною географiчною близькiстю. В тi днi ба-
гато що залежало вiд усного спiлкування, що могло вiдбуватися за допомогою дискусiй
за столом, пiд час тривалих прогулянок, походiв i т.п. Були особи, такi як Блашке, школа
Альберта в Чикаго або Райнголда Баєра пiсля його повернення до Франкфурта пiсля вiй-
ни. Одна з найбiльш успiшних i плiдних шкiл була зосереджена навколо Брака в Медiсонi,
штат Вiсконсiн.

Об’єм дослiджень, проведених протягом цього перiоду Альбертом i Браком та їх
послiдовниками, є настiльки об’ємним, що неможливо перерахувати всi їхнi досягнення у
короткiй статтi, або згадати всi iмена не ризикуючи упустити важливi. Серед важливих
тем дослiдження були такi:

- теорiя iзотопностi — властивостi iзотопних квазiгруп i луп, iнварiанти iзотопiї, автото-
пiзми, псевдоавтоморфiзми, властивостi iзотопiї-iзоморфiзму;

- лупи з рiзними властивостями оборотностi — лiва, права, слабка, схрещена, автоморфна,
антиавтоморфна властивостi оборотностi;
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- базовi поняття пiдквазiгрупи, фактор множини, характеристичнi властивостi 𝜋 та нiль-
потентнiсть вiдносно 𝜋 ;

- теорiя гомоморфностi;

- групи пiдстановок на лупах — мультиплiкативнi групи, внутрiшнi пiдстановки i поняття
А-луп, напiвавтоморфiзми;

- лупи Муфанг;

- комутативнi лупи Муфанг;

- лупи Бола i їх пiдмноговид луп Брака;

- рiзнi класи квазiгруп — тотально-симетричнi, дистрибутивнi, абелевi, а уже через них —
рiзнi геометричнi i комбiнаторнi системи.

Книга Брака “A Survey of Binary Systems” з’явилась у 1958 роцi, i навiть до сьогоднi-
шнього дня залишається книгою, яку найчастiше цитують у текстах з теорiї луп.

Можна побачити, що протягом цього перiоду, з 1940-х по 1960-тi роки, було спору-
джено базовий алгебричний каркас теорiї луп. Теорiя луп отримала тверде пiдґрунтя, яке
дозволило їй розвиватися в нових напрямках i процвiтати у рiзних мiсцях. Ми пiзнiше по-
вернемось до геометричних досягнень цього перiоду, але спочатку розглянемо алгебричну
гiлку в повоєннiй Захiднiй Європi.

1950-60-тi роки повернення луп до Захiдної Європи
Одним iз багатьох нових напрямкiв, у якому почала рухатись теорiя луп, був унi-

версальний алгебричний пiдхiд. Унiверсальна алгебра була однiєю з тих “нових iдей, що
витали у повiтрi” протягом 1930-х рокiв. Походячи вiд Емми Ньотер в Геттiнгенi, вона
швидко поширювалась в Сполучених Штатах та Європi: В.Н. Нейман в Кембриджi, Г.
Бiркгоф у Гарвардi i А. I. Мальцев у Радянському Союзi.

В Англiї розширення цих понять до квазiгруп i луп стало справою всього життя
Тревора Еванса (Trevor Evans) з кiнця 1940-х i надалi. Визначивши квазiгрупи як алгебри
з трьома операцiями, включаючи лiве i праве дiлення, Еванс змiг розглядати квазiгру-
пи як многовиди Ω -алгебр, Ω = {·, ∖, /} , i застосувати до них багато понять i знарядь
унiверсальної алгебри.

Iншою галуззю дослiдження в Англiї на той час були рiзнi класи квазiгруп, напри-
клад, робота I. М. Н. Етерiнгтона з ентропiчних квазiгруп, якi визначаються тотожнiстю

(𝑎𝑏)(𝑐𝑑) = (𝑎𝑐)(𝑏𝑑).

Етерiнгтон показав, що тотально симетричнi ентропiчнi квазiгрупи природно пов’язанi з
геометрiєю плоских кубiчних кривих. Кубiчнi гiперплощини були пiзнiше цiлком розро-
бленi Юрiєм Манiним в Радянському Союзi.

Цiкаво, що класи ентропiчних i лiводистрибутивних квазiгруп вивчались також де-
якими японськими математиками, включаючи Такасакi в Харбiнi ще з кiнця 1930-х до
початку 1940-х рокiв, хоча у захiднiй лiтературi немає про це достатньо документацiї.

В Англiї в цей час продовжувала розвиватися iнша галузь дослiдження, а саме латин-
ськi квадрати. Звичайно, латинськi квадрати набагато старшi, нiж теорiя луп. Взаємно-
ортогональнi латинськi квадрати розвивались ще Ейлером у XVIII ст. з комбiнаторної
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точки зору. Проте в процесi розвитку теорiї луп встановлювався зв’язок мiж комбiна-
торними i деякими теоретико-груповими аспектами латинських квадратiв. Наприклад,
комбiнаторнi структури, такi як конструкцiї блокiв або системи трiйок Штейнера, можна
пов’язати з алгебричними многовидами квазiгруп Штейнера та тотально симетричниими
лупами.

Для того, щоб навести iнший приклад, Фiшер (Fisher) та Йейтс (Yates,) з Англiї про-
тягом 1930-х рокiв показали, що латинськi квадрати порядку 6, належать до множини так
званих “adjugates”, якi ми тепер називаємо “спряженими” або “оберненими” квазiгрупови-
ми операцiями або “парастрофами”. В загальному виглядi поняття парастрофа ввiв Сад
(Sade) у Францiї у 1950 роцi. Згодом на початку 1960-х рокiв Рафаель Арцi (Rafael Artzy)
запровадив поняття iзострофа, як композицiю iзотопа та парастрофа.

Ентонi Дональд Кiдвел (Anthony Donald Keedwell), починаючи з 60-х рокiв i надалi,
вивчав багато iнших зв’язкiв мiж латинськими квадратами, лупами i геометрiєю — на-
приклад мiж ортогональними латинськими квадратами та неополями, в чиїх структурах
адитивна система є лупою.

Але давайте повернемось до геометричної гiлки, розглядаючи як вона розвивалась
в 1940-х роках в Сполучених Штатах i пiзнiше в Європi.

Сам Брак отримав геометричне пiдґрунтя як студент Рiчарда Брауера (Richard
Brauer), i опублiкував декiлька статей з геометрiї. Насправдi, його математичне генео-
логiчне дерево тягнеться аж до Гауса (Gauss) через Веєрштраса (Weierstrass), Фробенiуса
(Frobenius), Шура (Schur) i Брауера (Brauer).

Але основними фiгурами у галузi геометрiї в Сполучених Штатах у 1940-х роках
були Райнхольд Бауер (Reinhold Baer) i Маршал Хол (Marshall Hall). Обидва працювали
над iдеєю проективних площин, як площин над деякими алгебричними системами. Во-
ни доповнювали один одного користуючись рiзними пiдходами. Їх найбiльш важливими
та iнновацiйними статтями вiдповiдно були “Homogeneity of Projective Planes” (1942) та
“Projective Planes” (1943).

Маршал Хол працював над вiдповiдностями мiж проективними площинами та таки-
ми алгебричними системами як подвiйнi лупи, тернарнi кiльця та поля. Райнхолд Бауер,
з iншого боку, використовував теоретико-груповий пiдхiд Фелiкса Кляйна (Felix Klein),
щоб розглянути групи колiнеарностей проективних площин. Виявилось, що цей пiдхiд
дуже важливий для скiнченного випадку. В скiнченних випадках групи колiнеарностей
також приводять до комбiнаторних питань — блокових структур i систем трiйок Штейне-
ра (Steiner).

Обидвi статтi могли б стимулювати iнтенсивне дослiдження в майбутньому. В Спо-
лучених Штатах декiлька людей працювало у цiй галузi, серед них Р.Г. Брак (R.H. Bruck),
Е. Кляйнфелд (E. Kleinfeld), Д.Р. Гагес (D.R. Hughes), (Т.Г.Остром) T.G. Ostrom, та
(П.Дембовський) P. Dembowski. Але набагато бiльше в цьому напрямку працювали в Єв-
ропi, причому в цiй галузi домiнували нiмецькi та iталiйськi геометри, серед останнiх Бенi-
амiно Сегре (Beniamino Segre) та Андрiано Балоттi (Adriano Barlotti). Повернення Бауера
до викладацької дiяльностi в унiверситет Франкфурта в 1956 роцi, сприяло процвiтанню
геометрiї в Нiмеччинi.

Приблизно в цей час iнший пiдхiд, що належав фон Штаудту (Staudt), привiв до до-
бре вiдомої Ленс-Барлоттi (Lenz-Barlotti) системи для класифiкацiї проективних площин
i їх алгебричних структур, користуючись групами перспектив.

Для того, щоб описати строго транзитивнi групи перестановок, Гельмут Карзель
(Helmut Karzel) запровадив у 1968 роцi поняття “майже домена”, як узагальнення майже
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полiв Заценхауза (Zassenhaus). Пiзнiше було доведено, що неасоцiативна адитивна система
майже домена є лупою Брака.

У той же час з’явилася надзвичайно впливова книга одного з наших класикiв Гюн-
тера Пiкета (Guenter Pickert) “ Projective Planes”, 1955 рiк. На додаток до вирiшування
питання про проективнi площини над алгебричними структурами, Пiкет запроваджує по-
няття топологiчної площини над тернарними полями, цим самим оживляючи геометрико-
топологiчний дух 1930-х рокiв.

Iншим джерелом топологiчних стимулiв був Ганс Фройдентайль (Hans Freudenthal)
в Голландiї, який у 1950-х та 1960-х роках писав про октави, їх геометрiю та топологiчнi
проективнi площини. Якщо до цього додати тогочасний внесок iдей росiйських матема-
тикiв Скорнякова та Мальцева про топологiчнi проективнi площини та аналiтичнi лупи,
можна зрозумiти, чому топологiчнi лупи стали таким родючим пiдґрунтям в майбутньому.

1950-60 рр. — зростання розвитку теорiї луп в СРСР
Цiкаво, що теорiя неасоцiативних структур в Радянському Союзi в 1950-тi —1960-тi

рокiв, здається, повторила той самий цикл, якого вона зазнала в Нiмеччинi в 1920-тi роки:
геометрiя — топологiя — диференцiальна геометрiя — i лише пiзнiше квазiгрупи. Як би
там не було, цей цикл вiдбувався на вищому рiвнi, оскiльки базовi поняття вже iснували
до 1950-х рокiв.

Читач може знайти декiлька iнших статей у цьому томi, на тему диференцiальної
геометрiї, топологiчних луп i гладких квазiгруп i луп в мiру їх появи в цей перiод. З цiєї
причини ми зосередимо наш погляд лише на досягненнях, що були зробленi в алгебрi
школою Бiлоусова в Радянському Союзi.

Валентин Данилович Бiлоусов, хоча молдованин, виконав свою кандидатську ди-
сертацiю в Московському унiверситетi пiд керiвництвом А. Г. Куроша. Спочатку Курош
невисоко цiнував теорiю квазiгруп, але Бiлоусов змiг його переконати i пiзнiше побудувати
надзвичайно успiшну школу в Кишиневi, у сучаснiй Молдовi. Для Радянського Союзу i
для колишнiх країн прорадянського блоку, роль Бiлоусова в успiшному розвитку теорiї
квазiгруп i луп i його книги 1967 року “Основы теории квазигрупп и луп” можна справе-
дливо порiвнювати з роллю Брака i його “Binary systems”, яку вони вiдiграли в Сполучених
Штатах десятьма чи двадцятьма роками ранiше. Нажаль на заходi, прекрасна книга Бi-
лоусова не так широко вiдома як книга Брака, оскiльки вона написана росiйською мовою
i нiколи не перекладалась.

В той час як Брак зосереджував свою увагу на лупах, у книзi Бiлоусова увага змi-
щена на квазiгрупах взагалi. Як i у попереднi перiоди, новi аспекти i новi пiдходи наро-
джувалися в роботi його школи. Серед них були такi:

- новi пiдходи до квазiгруп — похiднi операцiї, спецiальнi та F-квазiгрупи;

- новi властивостi вiдомих квазiгруп — дистрибутивна квазiгрупа iзотопна до комутатив-
ної лупи Муфанг, лiводистрибутивна, яка iзотопна тотально симетричнiй квазiгрупi;

- n-арнi квазiгрупи i вiдповiднi алгебричнi 𝑘 -сiтки;

- функцiйнi рiвняння, якi виражають загальнi тотожностi квазiгруп (як бiнарнi так i n-
арнi);

- алгебричнi сiтки i їх використання в питаннях iзотопiї i парастрофiї квазiгруп i луп —
наприклад, нова алгебрична iнтерпретацiя конфiгурацiї Бола 𝑈3 ;
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- 𝐵3 -лупи, якi задовольняють умовi 𝑈3 i iзоморфнi до лiвих i правих луп Бола;

- узагальненi лупи Муфанг i Бола.

Праця Бiлоусова зробила великий внесок до розповсюдження теорiї луп у Централь-
нiй Європi, зокрема в таких країнах як Угорщина, Румунiя i колишня Чехоcловаччина. В
той же час раннi публiкацiї в цих країнах показують вплив Захiдного свiту, а саме праць
Бляшке, Пiкета i Брака, як легко бачити, наприклад, в працях Дж. Ацеля (J. Aczel) та
Ф. Радо (F. Rado). Сучасна чеська школа Томаша Кепке (Tomas̃ Kepka) хоча i визнає
свої iсторичнi зв’язки з молдовською школою, дотримується багатьох захiдних традицiй
i на сьогоднi включена в декiлька сумiсних дослiдницьких проектiв з американськими
дослiдниками в теорiї луп.

Висновки
З iсторичної точки зору, Прага є прекрасним вибором для першої мiжнародної кон-

ференцiї з теорiї луп. Так само як iдеї багатьох шкiл, що згаданi вище, знайшли спiльне
пiдґрунтя в Чеськiй республiцi, сподiваємось, що ми також можемо слiдувати їхньому при-
кладу, продовжувати спiвпрацю у дусi спiвробiтництва i сподiватись на новi i ще бiльш
захоплюючi перiоди в iсторiї луп в новому тисячолiттi.
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РЕЗЮМЕ
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