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Вступ
Поняття котранзитивної пiднапiвгрупи для напiвгруп перетворень було введено Сал-

лiваном у роботi [1] i використовувалося для опису iдеалiв у iнверснiй симетричнiй напiв-
групi 𝐼𝑆(𝑋) , повнiй напiвгрупi перетворень 𝑇 (𝑋) та напiвгрупi усiх часткових перетво-
рень 𝑃𝑇 (𝑋) множини 𝑋 . Поняття 𝑆𝑛 -нормальної пiднапiвгрупи для напiвгруп перетво-
рень було запропоноване Левi у роботi [2]. Ми обмежимося розглядом повної напiвгрупи
𝑇𝑛 перетворень скiнченної множини. Кожен її двостороннiй iдеал буде котранзитивною
пiднапiвгрупою. Метою роботи буде опис всiх її котранзитивних пiднапiвгруп, встановле-
ння зв’язку котранзитивностi пiднапiвгрупи з її 𝑆𝑛 -нормальнiстю.

Нехай 𝑋 — скiнченна 𝑛 -елементна множина. Повну напiвгрупу всiх вiдображень
множини 𝑋 в саму себе будемо позначати 𝑇𝑛 . Для 𝛼 ∈ 𝑇𝑛 через 𝑟𝑎𝑛𝛼 позначимо область
значень вiдображення 𝛼 , а через 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝛼 — його ранг. Зауважимо, що елемент 𝛼 ∈ 𝑇𝑛
буде iдемпотентом тодi i тiльки тодi, коли обмеження 𝛼 на множину 𝑟𝑎𝑛𝛼 є тотожним
перетворенням [3]. Для 𝑥 ∈ 𝑟𝑎𝑛𝛼 через 𝛼−1(𝑥) будемо позначати повний прообраз 𝑥 при
вiдображеннi 𝛼 . З кожним елементом 𝛼 напiвгрупи 𝑇𝑛 пов’язане розбиття 𝜋𝛼 = 𝛼 ∘ 𝛼−1

множини 𝑋 на класи еквiвалентностi 𝑋 =
⋃︀

𝑥∈𝑟𝑎𝑛𝛼

𝛼−1 (𝑥) , тобто 𝑦1 𝜋𝛼𝑦2 тодi i тiльки тодi,

коли 𝛼(𝑦1) = 𝛼(𝑦2) .
Означення вiдношень Грiна L,R,D, I на множинi елементiв напiвгрупи можна зна-

йти у [3].

Лема 1. [3] Для 𝛼, 𝛽 ∈ 𝑇𝑛 𝛼 L 𝛽 тодi i тiльки тодi, коли 𝑟𝑎𝑛𝛼 = 𝑟𝑎𝑛𝛽 ; 𝛼 R 𝛽 тодi
i тiльки тодi, коли 𝜋𝛼 = 𝜋𝛽 ; 𝛼 D 𝛽 тодi i тiльки тодi, коли 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝛼 = 𝑟𝑎𝑛𝑘𝛽 . Для
напiвгрупи 𝑇𝑛 D = I .

Клас еквiвалентностi вiдношення D , що мiстить елементи рангу 𝑘 будемо позначати
через 𝐷𝑘 .

Лема 2. [3] Кожен iдеал напiвгрупи 𝑇𝑛 — головний; має вигляд
𝐼𝑘 = {𝛼 ∈ 𝑇𝑛|𝑟𝑎𝑛𝑘 𝛼 6 𝑘} , 𝑘 = 1, 𝑛 . При цьому 𝐼1 ⊂ 𝐼2 ⊂ · · · ⊂ 𝐼𝑛−1 ⊂ 𝐼𝑛 = 𝑇𝑛 .

Зауважимо, що 𝐼𝑘 =
𝑘⋃︀

𝑖=1

𝐷𝑖 .
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Основна частина
Нехай 𝑟𝑎𝑛𝛼 = {𝑥1, 𝑥2, · · · , 𝑥𝑘} ⊆ 𝑋 , 𝐴𝑖 = 𝛼−1(𝑥𝑖) . Вiдображення 𝛼 ∈ 𝑇𝑛 будемо

скорочено записувати 𝛼 =

(︂
𝐴𝑖

𝑥𝑖

)︂
.

Означення 1. Пiднапiвгрупа 𝑆 ⊆ 𝑇𝑛 називається котранзитивною, якщо для кожного

перетворення 𝛼 =

(︂
𝐴𝑖

𝑥𝑖

)︂
∈ 𝑆 рангу 𝑘 виконуються двi умови:

1) для кожного {𝑏1, 𝑏2, · · · , 𝑏𝑘} ⊆ 𝑋 𝜇 =

(︂
𝐴𝑖

𝑏𝑖

)︂
∈ 𝑆 ;

2) для кожного {𝑦1, 𝑦2, · · · , 𝑦𝑘} ⊆ 𝑋 iснує 𝜆 ∈ 𝑆 , таке що, 𝑦𝑖 ∈ 𝜆−1(𝑥𝑖) , 𝑖 = 1, 𝑘 .

Як було вже зазначено, кожний iдеал 𝐼𝑘, 𝑘 = 1, 𝑛 , є котранзитивною пiднапiвгрупою
в 𝑇𝑛 . Легко бачити, що пiдгрупа 𝑆𝑛 також задовольняє умови котранзитивностi.

Лема 3. Котранзитивна пiднапiвгрупи 𝑆 напiвгрупи 𝑇𝑛 разом iз кожним своїм еле-
ментом 𝛼 мiстить весь 𝑅 -клас 𝑅𝛼 , якому належить 𝛼 .

Доведення. З умови (1) випливає, що 𝜋𝛼 = 𝜋𝜇 . Тому, за лемою 1, 𝜇 ∈ 𝑅𝛼 . Оскiльки
iз 𝜇 ∈ 𝑅𝛼 випливає, що 𝜇 ∈ 𝑆 , то 𝑅𝛼 ⊆ 𝑆 . 2

Лема 4. Якщо котранзитивна пiднапiвгрупа 𝑆 напiвгрупи 𝑇𝑛 мiстить елемент 𝛼
рангу 𝑘 > 1 , то iснує такий набiр розбиттiв {𝜋𝛼|𝛼 ∈ 𝑆 ′} , 𝑆 ′ ⊆ 𝑆 множини 𝑋 , що
роздiляє довiльнi її 𝑘 елементiв.

Доведення. З умови (2) випливає, що для довiльних 𝑘 елементiв {𝑦1, 𝑦2, · · · , 𝑦𝑘} ⊆ 𝑋
iснує таке вiдображення 𝜆 ∈ 𝑆 , що 𝑦𝑖 мiстяться у рiзних класах еквiвалентностi розбиття
𝜋𝜆 множини 𝑋 , тобто 𝜋𝜆 роздiляє цi елементи. 2

У випадку 𝑘 = 1 маємо тривiальне розбиття 𝜌(1) множини 𝑋 на один блок 𝑋 .

Лема 5. Нехай 𝛼 =

(︂
𝐴𝑖

𝑥𝑖

)︂
∈ 𝑇𝑛 — елемент рангу 𝑘 > 1 . Рiвнiсть 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝛼 = 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝛼2

виконується тодi i тiльки тодi, коли |𝐴𝑖 ∩ 𝑟𝑎𝑛𝛼| = 1 для всiх 𝑖 = 1, 𝑘 . Якщо 𝑠 —
кiлькiсть таких 𝐴𝑖 , для яких 𝐴𝑖 ∩ 𝑟𝑎𝑛𝛼 = ∅ , то 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝛼2 = 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝛼 − 𝑠 . Для кожного
елемента 𝛼 рангу 1 виконується 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝛼 = 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝛼2 .

Доведення. Якщо всi класи розбиття 𝜋𝛼 мiстять рiвно по одному елементу з 𝑟𝑎𝑛𝛼 , то
кожен клас 𝐴𝑖 можна ототожнити з цим елементом. Тодi вiдображення 𝛼 задає тотожну
бiєкцiю на 𝑟𝑎𝑛𝛼 . У цьому випадку вiдображення 𝛼2 також буде бiєкцiєю на 𝑟𝑎𝑛𝛼 . Тому
𝑟𝑎𝑛𝛼 = 𝑟𝑎𝑛𝛼2 , а тому i ранги у 𝛼 та 𝛼2 однаковi.

Нехай тепер iснує такий клас розбиття 𝜋𝛼 , у якому бiльше одного елемента з 𝑟𝑎𝑛𝛼 .
Iз умови 𝑘 > 1 тодi випливає, що знайдеться i такий клас розбиття 𝐴𝑖 , у якому немає
жодного елемента iз 𝑟𝑎𝑛𝛼 . Розглянемо 𝑥𝑖 = 𝛼(𝐴𝑖) ∈ 𝑟𝑎𝑛𝛼 . Доведемо, що 𝑥𝑖 /∈ 𝑟𝑎𝑛𝛼2 .
Нехай iснує 𝑧 ∈ 𝑋 , такий, що 𝛼2(𝑧) = 𝑥𝑖 . Тодi 𝛼(𝑧) ∈ 𝐴𝑖 . З iншого боку, 𝛼(𝑧) ∈ 𝑟𝑎𝑛𝛼 .
Але 𝐴𝑖 ∩ 𝑟𝑎𝑛𝛼 = ∅ . Прийшли до суперечностi. Отже, 𝑥𝑖 /∈ 𝑟𝑎𝑛𝛼2 . Iз 𝑟𝑎𝑛𝛼2 ⊆ 𝑟𝑎𝑛𝛼 тодi
випливає, що 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝛼2 < 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝛼 .

Кожному 𝐴𝑖 , для якого 𝐴𝑖 ∩ 𝑟𝑎𝑛𝛼 = ∅ , вiдповiдає такий
𝑥𝑖 = 𝛼(𝐴𝑖) ∈ 𝑟𝑎𝑛𝛼 , що 𝑥𝑖 /∈ 𝑟𝑎𝑛𝛼2 . Якщо ж у 𝐴𝑖 мiститься хоча б один елемент iз
𝑟𝑎𝑛𝛼 , наприклад 𝑥𝑗 ∈ 𝐴𝑖 , то для довiльного 𝑧 ∈ 𝐴𝑗 𝛼2(𝑧) = 𝛼(𝑥𝑗) = 𝑥𝑖 . Отже, у цьому
випадку 𝑥𝑖 ∈ 𝑟𝑎𝑛𝛼2 . Тому рiвнiсть 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝛼2 = 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝛼− 𝑠 виконується. 2
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Означення 2. Розбиття 𝑋 =
𝑘⋃︀

𝑖=1

𝐴𝑖 =
𝑘⋃︀

𝑖=1

𝐵𝑖 будемо називати однотипними, якщо чи-

словi набори (|𝐴1|, |𝐴2|, . . . , |𝐴𝑘|) та (|𝐵1|, |𝐵2|, . . . , |𝐵𝑘|) рiвнi або розрiзняються лише
порядком елементiв.

Лема 6. Нехай 𝜀 =

(︂
𝐴𝑖

𝑎𝑖

)︂
∈ 𝑇𝑛 — iдемпотент. Тодi для кожного 𝑔 ∈ 𝑆𝑛 елемент

𝑔−1𝜀𝑔 =

(︂
𝐵𝑖

𝑏𝑖

)︂
також iдемпотент. Розбиття 𝑋 =

𝑘⋃︀
𝑖=1

𝐴𝑖 = =
𝑘⋃︀

𝑖=1

𝐵𝑖 — однотипнi, а

𝑏𝑖 = 𝑔(𝑎𝑖) , 𝐵𝑖 = 𝑔(𝐴𝑖) , 𝑖 = 1, 𝑘 .

Доведення. Твердження леми випливає iз того, що для кожного 𝑔 ∈ 𝑆𝑛 вiдображення
𝛼 ↦→ 𝑔−1𝛼𝑔 є автоморфiзмом напiвгрупи 𝑇𝑛 . 2

Означення 3. Розбиття 𝑋 =
𝑘⋃︀

𝑖=1

𝐴𝑖 будемо називати меншим за розбиття 𝑋 =
𝑟⋃︀

𝑖=1

𝐵𝑖 ,

якщо кожен блок 𝐵𝑖 другого розбиття є об’єднанням кiлькох блокiв першого розбиття.

Решiтку всiх розбиттiв множини 𝑋 позначимо через 𝑃𝑎𝑟𝑡𝑋 .

Теорема 1. Пiднапiвгрупа 𝑆 ⊆ 𝑇𝑛 буде котранзитивною тодi i тiльки тодi, коли вона
належить до одного з таких типiв:

1. 𝑆 = 𝑆𝑛 .
2. Нехай (𝜌𝑗(𝑘))𝑗∈𝐽 — така родина розбиттiв множини 𝑋 на 𝑘 > 1 блокiв, яка

роздiляє довiльнi її 𝑘 елементiв, а

𝑄𝑖 := {𝜌 ∈ 𝑃𝑎𝑟𝑡𝑋|𝜌𝑗(𝑖) 6 𝜌 для деякого 𝑗 ∈ 𝐽} , 𝑖 = 2, 𝑘, 𝑄1 = {𝜌(1)}.

Тодi для кожного 𝑘 < 𝑛 𝑆 = {𝛼 ∈ 𝑇𝑛|𝜋𝛼 ∈
𝑘⋃︀

𝑖=1

𝑄𝑖} .

3. Нехай 𝜇1, 𝜇2, . . . , 𝜇𝑚 — набiр розбиттiв множини 𝑋 на 𝑘 блокiв, (𝜌𝑗(𝑘))𝑗∈𝐽 —
родина всiх розбиттiв множини 𝑋 , для яких у наборi 𝜇1, 𝜇2, . . . , 𝜇𝑚 iснує одноти-
пне;

𝑄𝑖 := {𝜌 ∈ 𝑃𝑎𝑟𝑡𝑋|𝜌𝑗(𝑖) 6 𝜌 для деякого 𝑗 ∈ 𝐽} , 𝑖 = 2, 𝑘, 𝑄1 = {𝜌(1)}.

Тодi для кожного 𝑘 < 𝑛 𝑆 = 𝑆𝑛 ∪ {𝛼 ∈ 𝑇𝑛|𝜋𝛼 ∈
𝑘⋃︀

𝑖=1

𝑄𝑖} .

Доведення. Очевидно, що 𝑆𝑛 — котранзитивна пiднапiвгрупа з 𝑇𝑛 . Якщо у котран-
зитивнiй пiднапiвгрупi 𝑆 мiститься хоча б один елемент 𝛼 рангу 𝑛 , то, за лемою 3, вона
мiстить i весь 𝑅𝛼 . Але усi елементи 𝑆𝑛 складають єдиний R -клас, бо в них однакове три-
вiальне розбиття множини 𝑋 на одноелементнi класи. Отже, якщо 𝑆 — котранзитивна
пiднапiвгрупа з 𝑇𝑛 , то вона або мiстить 𝑆𝑛 повнiстю, або не мiстить жодного елемента
рангу 𝑛 .

Нехай тепер найбiльший ранг елемента iз котранзитивної пiднапiвгрупи 𝑆 дорiвнює
𝑘 < 𝑛 . Тодi, за лемою 4, iснує такий набiр розбиттiв {𝜋𝛼|𝛼 ∈ 𝑆 ′} , 𝑆 ′ ⊆ 𝑆 множини 𝑋 ,
що роздiляє довiльнi її 𝑘 елементiв ( 𝑘 > 1 ). Позначимо його (𝜌𝑗(𝑘))𝑗∈𝐽 . У випадку 𝑘 = 1
маємо єдине тривiальне розбиття 𝜌(1) з одним блоком. Для елементiв {𝑦1, 𝑦2, · · · , 𝑦𝑘} ⊆ 𝑋
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iснує такий елемент 𝜆 ∈ 𝑆 , що усi 𝑦𝑖 мiстяться у рiзних класах розбиття 𝜋𝜆 . Разом з еле-
ментом 𝜆 ∈ 𝑆 у цiй напiвгрупi мiститься весь R -клас 𝑅𝜆 , що вiдповiдає цьому розбиттю.
Отже, за лемою 3, в 𝑆 мiстяться всi R -класи, вiдповiднi розбиттям iз родини (𝜌(𝑘)𝑗)𝑗∈𝐽 .
Всi цi R -класи мiстяться в одному D -класi 𝐷𝑘 . Тому 𝐷𝑘 ∩𝑆 = {𝛼 ∈ 𝑇𝑛|𝜋𝛼 ∈ (𝜌𝑗(𝑘))𝑗∈𝐽} .

При множеннi мiж собою елементiв рангу 1 отримуємо лише елементи рангу 1, тобто
𝐷1 = 𝐼1 ⊆ 𝑆 .

Для 𝑘 > 1 при множеннi мiж собою елементiв iз 𝐷𝑘

⋂︀
𝑆 можна отримати елемент

рангу 𝑘 − 1 . Доведемо це. Нехай 𝛼 =

(︂
𝐴𝑖

𝑥𝑖

)︂
∈ 𝑆 — елемент рангу 𝑘 i 1 < 𝑘 < 𝑛 .

Виберемо у кожнiй пiдмножинi 𝐴𝑖 по одному представнику 𝑎𝑖 ∈ 𝐴𝑖 . Тодi 𝜀 =

(︂
𝐴𝑖

𝑎𝑖

)︂
∈ 𝑆

— iдемпотент рангу 𝑘 , i для нього умова |𝐴𝑖 ∩ 𝑟𝑎𝑛 𝜀| = 1 виконується для всiх 𝑖 = 1, 𝑘 .
Оскiльки 𝑘 < 𝑛 , iснує такий блок розбиття 𝐴𝑗 , що |𝐴𝑗| > 1 . Виберемо у 𝐴𝑗 елемент 𝑧 ,
вiдмiнний вiд 𝑎𝑗 . Тодi 𝑧 /∈ 𝑟𝑎𝑛 𝜀 . Для деякого блоку 𝐴𝑙 ̸= 𝐴𝑗 замiнимо образ 𝑎𝑙 на 𝑧 .
Отримаємо перетворення

𝜇 =

(︂
𝐴1 · · · 𝐴𝑗 · · · 𝐴𝑙 · · · 𝐴𝑘

𝑎1 · · · 𝑎𝑗 · · · 𝑧 · · · 𝑎𝑘

)︂
.

У пiдмножинi 𝐴𝑙 немає жодного елемента iз 𝑟𝑎𝑛𝜇 . У всiх iнших 𝐴𝑖 iснує
принаймнi один елемент iз 𝑟𝑎𝑛𝜇 . Тому, за лемою 5, 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝜇2 = 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝜇 − 1 =
= 𝑘− 1 . За умовою (1), 𝜇 ∈ 𝑆 , а тому i 𝜇2 ∈ 𝑆 . Отже, в 𝑆 iснує елемент рангу 𝑘− 1 . За-
уважимо, що розбиття елемента 𝜇2 отримано з розбиття елемента 𝜇 шляхом об’єднання
двох блокiв 𝐴𝑗 та 𝐴𝑙 .

Якщо блокiв розбиття бiльше двох, то об’єднувати можна довiльнi два iз них. Для
довiльних двох 𝐴𝑚, 𝐴𝑙 , вiдмiнних вiд 𝐴𝑗 розглянемо елемент

𝜇𝑚𝑙 =

(︂
𝐴1 · · · 𝐴𝑗 · · · 𝐴𝑙 · · · 𝐴𝑚 · · · 𝐴𝑘

𝑎1 · · · 𝑎𝑚 · · · 𝑧 · · · 𝑎𝑗 · · · 𝑎𝑘

)︂
.

За умовою (1) iз означення котранзитивностi, 𝜇𝑚𝑙 ∈ 𝑆 , а тому i 𝜇2
𝑚𝑙 ∈ 𝑆 . Оскiльки

𝑎𝑗, 𝑧 ∈ 𝐴𝑗 , один iз блокiв розбиття 𝜇2
𝑚𝑙 ∈ 𝑆 є об’єднанням вибраних блокiв 𝐴𝑚, 𝐴𝑙 розбит-

тя 𝜇𝑚𝑙 ∈ 𝑆 . Отже, разом iз кожним елементом 𝛼 ∈ 𝐷𝑘∩𝑆 в котранзитивнiй пiднапiвгрупi
𝑆 мiститься пiдмножина {𝛽 ∈ 𝑇𝑛 ∩𝐷𝑘−1|𝜋𝛼 6 𝜋𝛽} .

Аналогiчно доводимо, що в 𝑆 мiстяться елементи рангiв 𝑘−2, 𝑘−3, · · · , 2, 1 , а також,
що в 𝑆 мiстяться тi елементи 𝛼 ∈ 𝑇𝑛 , розбиття 𝜋𝛼 яких задовольняють умову 𝜌𝑗(𝑖) 6 𝜋𝛼
для деякого 𝑗 ∈ 𝐽 . У пiдсумку отримуємо, що 𝑆 = {𝛼 ∈ 𝑇𝑛|𝜋𝛼 ∈ ∪𝑘

𝑖=1𝑄𝑖} .
Нехай тепер 𝑆𝑛 ⊂ 𝑆 , i в котранзитивнiй пiднапiвгрупi 𝑆 iснують елементи мен-

шого за 𝑛 рангу. Нехай 𝑘 — найбiльший вiдмiнний вiд 𝑛 ранг елемента iз 𝑆 , а

𝛼 =

(︂
𝐴𝑖

𝑥𝑖

)︂
∈ 𝑆 — елемент рангу 𝑘 . Для 𝛼 розглянемо iдемпотент 𝜀𝛼 =

(︂
𝐴𝑖

𝑎𝑖

)︂
∈ 𝑆 ,

вибравши по одному представнику 𝑎𝑖 ∈ 𝐴𝑖 . За лемою 6, для кожного 𝑔 ∈ 𝑆𝑛 елемент

𝑔−1𝜀𝛼𝑔 =

(︂
𝐵𝑖

𝑏𝑖

)︂
∈ 𝑆 також iдемпотент. Розбиття 𝑋 =

𝑘⋃︀
𝑖=1

𝐴𝑖 =
𝑘⋃︀

𝑖=1

𝐵𝑖 — однотипнi, а

𝑏𝑖 = 𝑔(𝑎𝑖) , 𝐵𝑖 = 𝑔(𝐴𝑖) , 𝑖 = 1, 𝑘 . Застосувавши всi елементи 𝑔 ∈ 𝑆𝑛 , отримаємо iдем-
потенти виду 𝑔−1𝜀𝛼𝑔 ∈ 𝑆 iз всiма можливими розбиттями множини 𝑋 , що однотипнi з

розбиттям елемента 𝛼 =

(︂
𝐴𝑖

𝑥𝑖

)︂
∈ 𝑆 . За лемою 3, пiднапiвгрупа 𝑆 мiстить усi R -класи,

що вiдповiдають розбиттям, однотипним iз 𝜋𝛼 . Набiр усiх однотипних мiж собою роз-
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биттiв множини 𝑋 на 𝑘 блокiв роздiляє будь-якi її 𝑘 елементiв. Подальше доведення
подiбне до вiдповiдного фрагменту iз попереднього випадку.

Зауважимо насамкiнець, що для усiх трьох типiв пiдмножини 𝑆 ⊆ 𝑇𝑛 є об’єднанням
R -класiв, а тому задовольняють умову (1). Якщо 𝐷𝑘 ∩ 𝑆 ̸= ∅ , то R -класам iз 𝐷𝑘

вiдповiдають розбиття, що утворюють набiр, яким можна роздiлити довiльнi елементи
{𝑦1, 𝑦2, · · · , 𝑦𝑘} ⊆ 𝑋 . Тому i умова (2) для 𝑆 також виконується. Замкненiсть множення
на 𝑆 випливає iз того, що для довiльних 𝛼, 𝛽 ∈ 𝑇𝑛 𝜋𝛼 6 𝜋𝛼𝛽 . 2

Наслiдок 1. Iдеал 𝐼1 мiститься у кожнiй вiдмiннiй вiд 𝑆𝑛 котранзитивнiй пiднапiв-
групi з 𝑇𝑛 .

Доведення. Оскiльки, за лемою 2, в iдеалi 𝐼1 мiстяться тi й тiльки тi елементи на-
пiвгрупи 𝑇𝑛 , ранг яких дорiвнює 1, розбиття для всiх елементiв 𝐼1 тривiальне з одним
блоком — 𝑋 . Множина 𝑄1 усiх розбиттiв 𝑋 на один блок мiстить лише одне це розби-
ття — 𝜌(1) . Тому 𝐼1 = {𝛼 ∈ 𝑇𝑛|𝜋𝛼 ∈ 𝑄1} . Котранзитивнi пiднапiвгрупи напiвгрупи 𝑇𝑛 ,

вiдмiннi вiд пiдгрупи 𝑆𝑛 , за теоремою 1, мають вигляд 𝑆 = {𝛼 ∈ 𝑇𝑛|𝜋𝛼 ∈
𝑘⋃︀

𝑖=1

𝑄𝑖} або

𝑆 = 𝑆𝑛 ∪ {𝛼 ∈ 𝑇𝑛|𝜋𝛼 ∈
𝑘⋃︀

𝑖=1

𝑄𝑖} для 𝑘 < 𝑛 . В обох випадках 𝐼1 ⊂ 𝑆 . 2

Означення 4. Пiднапiвгрупа 𝑆 напiвгрупи 𝑇𝑛 називається 𝑆𝑛 -нормальною, якщо для
довiльного 𝑔 ∈ 𝑆𝑛 𝑔−1𝑆𝑔 = 𝑆 .

Теорема 2. Котранзитивна пiднапiвгрупа 𝑆 напiвгрупи 𝑇𝑛 буде 𝑆𝑛 -нормальною тодi
i тiльки тодi, коли вона є об’єднанням класiв еквiвалентностi, що вiдповiдають одно-
типним розбиттям множини 𝑋 .

Доведення. Якщо котранзитивна пiднапiвгрупа 𝑆 напiвгрупи 𝑇𝑛 є 𝑆𝑛 -нормальною

i в нiй є елемент 𝛼 =

(︂
𝐴𝑖

𝑥𝑖

)︂
∈ 𝑆 рангу 𝑘 , то в 𝑆 iснує iдемпотент 𝜀𝛼 =

(︂
𝐴𝑖

𝑎𝑖

)︂
∈ 𝑆 ,

𝑎𝑖 ∈ 𝐴𝑖 . За лемою 6, для кожного 𝑔 ∈ 𝑆𝑛 елемент 𝑔−1𝜀𝛼𝑔 =

(︂
𝐵𝑖

𝑏𝑖

)︂
∈ 𝑆 також iдемпотент.

Розбиття 𝑋 =
𝑘⋃︀

𝑖=1

𝐴𝑖 =
𝑘⋃︀

𝑖=1

𝐵𝑖 — однотипнi. Застосувавши всi елементи 𝑔 ∈ 𝑆𝑛 , отримаємо,

що в 𝑆 мiстяться iдемпотенти iз всiма можливими розбиттями множини 𝑋 , що однотипнi

з розбиттям елемента 𝛼 =

(︂
𝐴𝑖

𝑥𝑖

)︂
. Отже, пiднапiвгрупа 𝑆 мiстить кожен свiй елемент 𝛼

разом iз усiма такими, розбиття яких є однотипним до 𝜋𝛼 .
Нехай тепер для котранзитивної пiднапiвгрупи 𝑆 iз того, що 𝑆 ∩ 𝐷𝑘 ̸= ∅ , випли-

ває, що вона разом iз кожним своїм елементом 𝛼 =

(︂
𝐴𝑖

𝑥𝑖

)︂
∈ 𝐷𝑘 мiстить усi елементи,

розбиття яких однотипне до 𝜋𝛼 . Розглянемо довiльний 𝑔 ∈ 𝑆𝑛 . Позначимо 𝐵𝑖 = 𝑔(𝐴𝑖) .

Тодi |𝐵𝑖| = |𝐴𝑖| . Отже, розбиття 𝑋 =
𝑘⋃︀

𝑖=1

𝐴𝑖 =
𝑘⋃︀

𝑖=1

𝐵𝑖 — однотипнi. Позначимо 𝑏𝑖 = 𝑔(𝑥𝑖) ,

𝑖 = 1, 𝑘 . Доведемо рiвнiсть 𝑔−1𝛼𝑔 =

(︂
𝐵𝑖

𝑏𝑖

)︂
. Справдi,

(𝑔−1𝛼𝑔)(𝐵𝑖) = 𝑔(𝛼(𝑔−1(𝐵𝑖))) = 𝑔(𝛼(𝐴𝑖)) = 𝑔(𝑥𝑖) = 𝑏𝑖 для 𝑖 = 1, 𝑘.
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Оскiльки у 𝑆 мiстяться елементи iз усiма можливими розбиттями такого ж типу

як 𝑋 =
𝑘⋃︀

𝑖=1

𝐴𝑖 , то в 𝑆 iснує принаймнi один елемент iз розбиттям 𝑋 =
𝑘⋃︀

𝑖=1

𝐵𝑖 . Нехай це

𝛽 =

(︂
𝐵𝑖

𝑐𝑖

)︂
∈ 𝑆 . Iз котранзитивностi 𝑆 випливає, що i 𝑔−1𝛼𝑔 =

(︂
𝐵𝑖

𝑏𝑖

)︂
∈ 𝑆 . Отже,

пiднапiвгрупа 𝑆 є 𝑆𝑛 -нормальною. 2

Зауваження 1. Серед котранзитивних пiднапiвгруп повної напiвгрупи перетворень 𝑇𝑛
властивiсть 𝑆𝑛 -нормальностi буде, очевидно, у пiдгрупи 𝑆𝑛 та в усiх пiднапiвгруп тре-
тього типу, а також у всiх пiднапiвгруп третього типу iз вилученою пiдгрупою 𝑆𝑛 . В
останньому випадку отримаємо деякi з котранзитивних пiднапiвгруп другого типу.

Висновки
Котранзитивнi пiднапiвгрупи повної напiвгрупи перетворень скiнченної множини 𝑋

є об’єднанням R -класiв цiєї напiвгрупи, i можуть бути описанi у термiнах розбиттiв мно-
жини 𝑋 . Котранзитивнi 𝑆𝑛 -нормальнi пiднапiвгрупи повної напiвгрупи перетворень є
об’єднанням класiв еквiвалентностi, що вiдповiдають однотипним розбиттям множини 𝑋 .
Отриманi результати можуть використовуватися при дослiдженнi зображень напiвгруп.
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COTRANSITIVE SUBSEMIGROUPS OF THE FULL TRANSFORMATION
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SUMMARY
Cotransitive subsemigroups of the full transformation semigroup of finite set are described.
Criterion of 𝑆𝑛 -normality for cotransitive subsemigroups of the full transformation semigroup
is obtained.
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КОТРАНЗИТИВНЫЕ ПОДПОЛУГРУППЫ ПОЛНОЙ ПОЛУГРУППЫ
ПРЕОБРАЗОВАНИЙ КОНЕЧНОГО МНОЖЕСТВА

РЕЗЮМЕ
Описаны котранзитивные подполугруппы полной полугруппы преобразований конечно-
го множества. Получен критерий 𝑆𝑛 -нормальности для котранзитивных подполугрупп
полной полугруппы преобразований.
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