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УМОВИ, ЗА ЯКИХ НАПIВГРУПА БРАНДТА НЕIЗОМОРФНА
ВАРIАНТУ

У цiй статтi ми дослiджуємо запитання чи є напiвгрупа Брандта варiантом iншої
напiвгрупи. Ми довели, що варiант напiвгрупи, яка не мiстить бiциклiчної пiднапiвгрупи
не є напiвгрупою Брандта. Для нескiнченної напiвгрупи, яка мiстить бiциклiчну пiднапiв-
групу, варiант породжений елементом з цiєї пiднапiвгрупи не є напiвгрупою Брандта.
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Вступ
Вперше поняття варiанта було введено Ляпiним у [1], де вiн дослiджував напiвгру-

пу перетворень. Далi варiанти iнших типiв напiвгруп дослiджувалися рiзними авторами,
наприклад у роботах [2-8] та роздiлi 13 монографiї [9]i посилання до роздiлу.

У багатьох роботах розглядається ситуацiя, коли одна напiвгрупа є варiантом iншої.
Але залишається запитання, чи є такi напiвгрупи, якi не є варiантами iнших.

У данiй статтi дослiджено чи може напiвгрупа Брандта бути варiантом, тобто бути
iзоморфною варiанту деякої напiвгрупи.

Ми довели, що варiант цiлком 0-простої напiвгрупи не є напiвгрупою Брандта, тодi,
зокрема, варiант жодної скiнченної напiвгрупи не є напiвгрупою Брандта. Для нескiнчен-
них напiвгруп, якi мiстять бiциклiчну пiднапiвгрупу доведено, що варiант породжений
елементом з бiциклiчної пiднапiвгрупи не є напiвгрупою Брандта.

Не доведеним залишається наступний випадок. Якщо напiвгрупа мiстить бiциклiчну
пiднапiвгрупу i варiант породжений елементом не з бiциклiчної пiднапiвгрупи.

Необхiднi означення та твердження
Нехай 𝑆 напiвгрупа i 𝑎 ∈ 𝑆 . Бiнарна операцiя *𝑎 визначена на множинi 𝑆 насту-

пним чином 𝑥*𝑎 𝑦 = 𝑥𝑎𝑦 , де 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆 є асоцiативною. Ця операцiя *𝑎 називається сандвiч
множенням а напiвгрупа (𝑆, *𝑎) називається варiантом або сандвiч напiвгрупою.

Напiвгрупою Брандта називається напiвгрупа 𝑆 з нулем, яка задовольняє насту-
пним аксiомам:

(𝐴1) Якщо 𝑎 , 𝑏 , 𝑐 — такi елементи напiвгрупи 𝑆 , що 𝑎𝑐 = 𝑏𝑐 ̸= 0 або 𝑎𝑐 = 𝑐𝑏 ̸= 0 , то
𝑎 = 𝑏 .

(𝐴2) Якщо 𝑎 , 𝑏 , 𝑐 — такi елементи напiвгрупи 𝑆 , що 𝑎𝑏 ̸= 0 i 𝑏𝑐 ̸= 0 , то 𝑎𝑏𝑐 ̸= 0 .
(𝐴3) Кожному елементу 𝑎 ̸= 0 напiвгрупи 𝑆 вiдповiдають: такий єдиний елемент 𝑒 ∈ 𝑆 ,

що 𝑒𝑎 = 𝑎 ; такий єдиний елемент 𝑓 ∈ 𝑆 що 𝑎𝑓 = 𝑎 ; такий єдиний елемент 𝑎′ ∈ 𝑆 ,
що 𝑎′𝑎 = 𝑓 .

(𝐴4) Якщо 𝑒 та 𝑓 — ненульовi iдемпотенти напiвгрупи 𝑆 , то 𝑒𝑆𝑓 ̸= 0 .
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Напiвгрупа 𝑆 називається регулярною, якщо для довiльного 𝑎 ∈ 𝑆 iснує такий
𝑥 ∈ 𝑆 , що 𝑎𝑥𝑎 = 𝑎 .

Напiвгрупа 𝑆 називається простою, якщо вона не мiстить власних (двостороннiх)
iдеалiв. Iдемпотент 𝑓 напiвгрупи 𝑆 називається примiтивним, якщо 𝑓 ̸= 0 i якщо з
𝑒 6 𝑓 випливає, що 𝑒 = 0 або 𝑒 = 𝑓 . Цiлком простою [0-простою] напiвгрупою називає-
ться проста [0-проста] напiвгрупа, яка мiстить примiтивний iдемпотент.

Напiвгрупа ⟨𝑏𝑙𝑎𝑡|𝑎𝑏 = 1⟩ породжена елементами 𝑎 та 𝑏 , називається бiциклiчною i
позначається Bi .

Теорема 1. [10, теорема 3.9] Наступнi три умови для напiвгрупи 𝑆 з нулем еквiва-
лентнi:

(𝑖) 𝑆— напiвгрупа Брандта;
(𝑖𝑖) 𝑆 — цiлком 0-проста iнверсна напiвгрупа;

(𝑖𝑖𝑖) 𝑆 iзоморфна (регулярнiй) рiсiвськiй напiвгрупi матричного типу ℳ0(𝐺; 𝐼, 𝐽 ;△) з
одиничною сендвiч-матрицею △ над групою з нулем 𝐺0 .

Твердження 1. [3] Нехай (𝑆, *𝑎) є 0-простою, тодi 𝑆 є 0-простою.

Твердження 2. [11] Кожна скiнченна 0-проста напiвгрупа є цiлком 0-простою.

Твердження 3. [12, Proposition 3.2.1] 0-проста напiвгрупа є цiлком 0-простою тодi i
тiльки тодi, коли вона не мiстить бiциклiчної напiвгрупи.

Теорема 2. [12,Теорема Рiса] Напiвгрупа цiлком 0-проста тодi i тiльки тодi, коли
вона iзоморфна регулярнiй рiсiвськiй напiвгрупi матричного типу над групою з нулем.

Напiвгрупа Брандта
Нехай (𝑆, *𝑎) — варiант напiвгрупи 𝑆 з нулем, породжений елементом 𝑎 ∈ 𝑆 .

Твердження 4. Нехай варiант (𝑆, *𝑎) iзоморфний напiвгрупi Брандта. Тодi напiвгрупа
𝑆 є 0-простою.

Доведення. Оскiльки (𝑆, *𝑎) iзоморфний напiвгрупi Брандта, то з теореми 1. випли-
ває, що (𝑆, *𝑎) є цiлком 0-простою iнверсною напiвгрупою. Тодi за твердженням 1. напiв-
група 𝑆 є 0-простою. 2

Твердження 5. Якщо варiант (𝑆, *𝑎) iзоморфний скiнченнiй напiвгрупi Брандта. То 𝑆
— скiнченна цiлком 0-проста напiвргупа.

Доведення. Оскiльки варiант (𝑆, *𝑎) iзоморфний напiвгрупi Брандта. То за твердже-
нням 4. напiвгрупа 𝑆 є 0-простою. Оскiльки 𝑆 є скiнченною та 0-простою, то за твер-
дженням 2. напiвгрупа є цiлком 0-простою. 2

З твердження 1. маємо, що якщо варiант (𝑆, *𝑎) є 0-простою, то 𝑆 є 0-простою. Тодi
з твердження 3. напiвгрупа 𝑆 є цiлком 0-простою тодi i тiльки тодi, коли 𝑆 не мiстить
бiциклiчної напiвгрупи.

Далi розглянемо варiант (𝑆, *𝑎) iзоморфний напiвгрупi Брандта. Оскiльки за твер-
дженням 5. напiвгрупа 𝑆 є скiнченною цiлком 0-простою.

То будемо розглядати бiльш загальний випадок, коли 𝑆 є цiлком 0-простою.
Тодi за теоремою Рiса 2. напiвгрупа 𝑆 iзоморфна матричнiй напiвгрупi Рiса над

групою з нулем ℳ0(𝐺0; 𝐼, 𝐽 ;𝑃 ) . Тодi (𝑆, *𝑎) ∼= (ℳ0(𝐺0; 𝐼, 𝐽 ;𝑃 ), *𝐴𝑖𝑗
)
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Твердження 6. Варiант напiвгрупи ℳ0(𝐺0; 𝐼, 𝐽 ;𝑃 ) породжений довiльною не нульо-
вою матрицею Рiса 𝐴𝑖𝑗 є рiсiвською матричною напiргупою з сандвiч матрицею
𝑄 = 𝑃𝐴𝑖𝑗𝑃 .

Доведення. Розглянемо варiант (ℳ0(𝐺0; 𝐼, 𝐽 ;𝑃 ), *𝐴𝑖𝑗
) . Множення у цьому варi-

антi задано наступним чином, для довiльних матриць Рiса 𝑋𝑘𝑙 , 𝑌𝑢𝑣 маємо, що
𝑋𝑘𝑙 *𝐴𝑖𝑗

𝑌𝑢𝑣 = 𝑋𝑘𝑙 · 𝐴𝑖𝑗 · 𝑌𝑢𝑣 , де · є множенням з напiвгрупи ℳ0(𝐺0; 𝐼, 𝐽 ;𝑃 ) . Тодi
𝑋𝑘𝑙 *𝐴𝑖𝑗

𝑌𝑢𝑣 = 𝑋𝑘𝑙𝑃𝐴𝑖𝑗𝑃𝑌𝑢𝑣 = 𝑋𝑘𝑙(𝑃𝐴𝑖𝑗𝑃 )𝑌𝑢𝑣 . Звiдси бачимо, що (ℳ0(𝐺0; 𝐼, 𝐽 ;𝑃 ), *𝐴𝑖𝑗
)

є матричною напiвгрупою Рiса з сандвiч матрицею 𝑄 = 𝑃𝐴𝑖𝑗𝑃 . 2

З’ясуємо якого вигляду може набувати ця сандвiч матриця 𝑄 .

Твердження 7. Якщо у матрицi 𝑄 нуль стоїть на мiсцi 𝑙𝑘 , то нульовим буде або
𝑘 -й стовпчик чи 𝑙 -й рядок, або одночасно 𝑘 -й стовпчик та 𝑙 -й рядок.

Доведення. Нехай елемент 𝑞𝑙𝑘 матрицi 𝑄 дорiвнює нулю, тобто 𝑝𝑙𝑖𝑒𝑖𝑗𝑝𝑗𝑘 = 0 , тодi
𝑝𝑗𝑘 = 0 або 𝑝𝑙𝑖 = 0 , або одночасно 𝑝𝑗𝑘 = 0 та 𝑝𝑙𝑖 = 0 . У випадку 𝑝𝑗𝑘 = 0 у матрицi 𝑄
нульовим буде весь 𝑘 -й стовпчик. У випадку 𝑝𝑙𝑖 = 0 у матрицi 𝑄 нульовим буде весь
𝑙 -й рядок. Коли одночасно 𝑝𝑗𝑘 = 0 та 𝑝𝑙𝑖 = 0 , то нульовими є 𝑘 -й стовпчик та 𝑙 -й рядок
матрицi 𝑄 . 2

Лема 1. [10, лема 3.1] Рiсiвська напiвгрупа ℳ0(𝐺0; 𝐼, 𝐽 ;𝑃 ) матричного типу з сенвiч
матрицею 𝑃 над групою з нулем 𝐺0 регулярна тодi i тiльки тодi, коли кожний рядок
i кожен стовпчик матрицi 𝑃 мiстить не нульовий елемент.

Назвемо 𝐼× 𝐼 ′ матрицю 𝑈 над групою 𝐺0 iнвертовною, якщо кожен рядок i кожен
стовпчик матрицi 𝑈 мiстить точно один не нульовий елемент напiвгрупи 𝐺0 . Якщо 𝐼×𝐼 ′
матриця iнвертовна, то, очевидно, що |𝐼| = |𝐼 ′| . Якщо 𝜔 — гомоморфiзм групи з нулем
𝐺0 в групу з нулем (𝐺′)0 та 𝑃 = (𝑝𝑘𝑙) — довiльна 𝐽 × 𝐼 матриця над 𝐺0 , то через 𝜔(𝑃 )
позначимо 𝐽 × 𝐼 матрицю (𝜔(𝑝𝑘𝑙))𝑘∈𝐽,𝑙∈𝐼 .

Наслiдок 1. [10 лема 3.12]] Двi регулярнi рiсiвськi напiвгрупи матричного типу
ℳ(𝐺; 𝐼, 𝐽 ;𝑃 ) та ℳ((𝐺′); 𝐼 ′, 𝐽 ′;𝑃 ′) iзоморфнi тодi i тiльки тодi, коли iснує iзоморфiзм
𝜔 , який вiдображає 𝐺0 на (𝐺′)0 , та такi iнвертовнi 𝐼 × 𝐼 ′ -матриця 𝑈 та 𝐽 × 𝐽 ′ -
матриця 𝑉 , що 𝜔(𝑃 ) = 𝑉 𝑃 ′𝑈 .

Твердження 8. Жоден варiант (ℳ0(𝐺0; 𝐼, 𝐽 ;𝑃 ), *𝐴𝑖𝑗
) матричної напiвгрупи Рiса неi-

зоморфний напiвгрупi Рiса з одиничною сендвiч матрицею ℳ0((𝐺′)0;𝐾,𝐾;△) .

Доведення. Зважаючи на твердженням 6. з’ясуємо чи iзоморфнi напiвгрупи

ℳ0(𝐺0; 𝐼, 𝐽 ;𝑃𝐴𝑖𝑗𝑃 ) та ℳ0((𝐺′)0;𝐾,𝐾;△).

Нехай ℳ0(𝐺0; 𝐼, 𝐽 ;𝑃𝐴𝑖𝑗𝑃 ) ∼= ℳ0((𝐺′)0;𝐾,𝐾;△) . Тодi iснує iзоморфiзм 𝜔 , який
вiдображає 𝐺0 на (𝐺′)0 , та такi iнвертовнi 𝐼 ×𝐾 -матриця 𝑈 та 𝐽 ×𝐾 -матриця 𝑉 , що
𝜔(△) = 𝑉 𝑄𝑈 . Тодi образом одиничної матрицi △ є матриця 𝑉 𝑄𝑈 . Оскiльки матрицi
𝑉 та 𝑈 є iнвертовними то кожен рядок i стовпчик цих матриць мiстять точно один не
нульовий елемент. Таким чином матриця 𝑉 𝑄𝑈 мiстить стiльки ж не нульових елементiв
як матриця 𝑄 .

Оскiльки 𝜔(0𝑖𝑗) = 0𝑖𝑗 та △ дiагональна, то матриця 𝑉 𝑄𝑈 повинна бути дiагональ-
ною i на дiагоналi повиннi стояти ненульовi елементи. При множеннi матрицi 𝑄 на 𝑉 та
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𝑈 здiйснюється множення рядкiв i стовпчикiв матрицi 𝑄 на ненульовi елементи та їх пе-
рестановка. З твердження 7. випливає, що матриця 𝑄 = 𝑃𝐴𝑖𝑗𝑃 не може бути матрицею,
що перестановкою рядкiв i стовпчикiв зводиться до дiагональної матрицi. Оскiльки якщо
𝑄 мiстить нульовий елемент, то вона мiстить нульовий рядок чи стовпчик, а з доведеного
вище 𝑄 не повинна мати нульових рядкiв чи стовпчикiв. Таким чином матриця 𝑉 𝑄𝑈 не
є дiагональною матрицею.

Тодi наше припущення не вiрне, тобто напiвгрупи

ℳ0(𝐺0; 𝐼, 𝐽 ;𝑃𝐴𝑖𝑗𝑃 ) та ℳ0((𝐺′)0;𝐾,𝐾;△)

неiзоморфнi.
2

Теорема 3. Нехай напiвгрупа 𝑆 не мiстить бiциклiчної пiднапiвгрупи та 𝑎 ∈ 𝑆 , тодi
(𝑆, *𝑎) не є напiвгрупою Брандта.

Доведення. Нехай напiвгрупа Брандта 𝐵 iзоморфна варiанту (𝑆, *𝑎) деякої напiв-
групи 𝑆 , та 𝑎 ∈ 𝑆 . Тодi за теоремою 1. варiант (𝑆, *𝑎) є цiлком 0-простою iнверсною
напiвгрупою. З твердження 1. напiвгрупа 𝑆 є 0-простою.

Оскiльки 𝑆 є 0-простою та не мiстить бiциклiчної пiднапiвгрупи, то з твердження
3. випливає, що 𝑆 є цiлком 0-простою. Тодi за теоремою Рiса 2. напiвгрупа 𝑆 iзоморфна
матричнiй напiвгрупi Рiса ℳ0(𝐺0; 𝐼, 𝐽 ;𝑃 ) . Тобто

(𝑆, *𝑎) ∼= (ℳ0(𝐺0; 𝐼, 𝐽 ;𝑃 ), *𝐴𝑖𝑗
) ∼= (ℳ0(𝐺0; 𝐼, 𝐼;𝑄)).

За твердженням 8. варiант (ℳ0(𝐺0; 𝐼, 𝐽 ;𝑃 ), *𝐴𝑖𝑗
) неiзоморфний рiсiвськiй напiвгрупi ма-

тричного типу з одиничною матрицею ℳ0(𝐺0; 𝐼, 𝐼;△) .
Тобто варiант (𝑆, *𝑎) неiзоморфний напiвгрупi Брандта. Що i доводить теорему.

2

Наслiдок 2. Скiнченна напiвгрупа Брандта не є варiантом жодної напiвгрупи.

Доведення. Нехай скiнченна напiвгрупа Брандта є варiантом деякої напiвгрупи 𝑆 ,
очевидно, що це можливо тодi i тiльки тодi, коли 𝑆 є скiнченною. Оскiльки скiнченна
напiвгрупа не мiстить бiциклiчної пiднiпiвгрупи, то з теореми 3. випливає, що жоден варi-
ант (𝑆, *𝑎) не є напiвгрупою Брандта. Тобто скiнченна напiвгрупа Брандта не є варiантом
жодної напiвгрупи. 2

Нехай Bi — бiциклiчна напiвгрупа породжена елементами 𝑎 та 𝑏 , тобто ⟨𝑏𝑙𝑎𝑡|𝑎𝑏 = 1⟩ .
Розглянемо варiант (Bi, *𝑏𝑚𝑎𝑘) .

Твердження 9. [13] Для кожного 𝛼 ∈ Bi , 𝛼 = 𝑏𝑚𝑎𝑘 , множина iдемпотентiв варiан-
ту (Bi, *𝛼) має вигляд {𝑏𝑘+𝑖𝑎𝑚+𝑖, 𝑖 > 0} , причому iдемпотенти утворюють нескiнчен-
ний спадний ланцюг вiдносно природного часткового порядку на множинi iдемпотентiв.

Твердження 10. Нехай напiвгрупа 𝑆 мiстить пiднапiвгрупу Bi , та 𝑎 ∈ Bi . Тодi
варiант (𝑆, *𝑎) не є напiвгрупою Брандта.

Доведення. Маємо наступне включення для варiантiв (Bi, *𝑎) ⊂ (𝑆, *𝑎) . За тверджен-
ням 9. варiант (Bi, *𝑎) мiстить нескiнченний спадний ланцюг iдемпотентiв, таким чином
напiвгрупа (𝑆, *𝑎) теж мiстить цей ланцюг. Тодi напiвгрупа (𝑆, *𝑎) не мiстить примiтив-
ного iдемпотенту, тому не є цiлком 0-простою. Тому з теореми 1. випливає, що варiант
(𝑆, *𝑎) не є напiвгрупою Брандта. 2
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Висновки
З доведених нами тверджень стає очевидним, що ключовим для позитивної чи не-

гативної вiдповiдi на запитання, чи є напiвгрупа Брандта варiантомдеякої напiвгрупи, є
наявнiсть чи вiдсутнiсть у данiй напiвгрупi бiциклiчної пiднапiвгрупи.

Ми довели, що варiант напiвгрупи, яка не мiстить бiциклiчної пiднапiвгрупи та на-
пiвгрупи, яка мiстить бiциклiчну пiднапiвгрупу, варiант породжений елементом з цiєї пiд-
напiвгрупи не є напiвгрупою Брандта. Тож подальше дослiдження слiд сконцентрувати
на дослiдження напiвгрупи, яка мiстить бiциклiчну пiднапiвгрупу i варiант породжений
елементом не з бiциклiчної пiднапiвгрупи.
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ON CONDITIONS FOR THE BRANDT SEMIGROUP TO BE
NON-ISOMORPHIC TO THE VARIANT

In this paper we study the question if the Brandt semigroup can be a variant of another semi-
group or not. For a semigroup which does not contain a bicyclic subsemigroup we proved that a
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variant of such semigroup is not a Brandt semigroup. For an infinite semigroup which contains
a bicyclic subsemigroup a variant with a sandwich element from this bicyclic subsemigroup is
not a Brandt semigroup.

Key words: Brandt semigroup, variant, sandwich semigroup, bicyclic semigroup.
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УСЛОВИЯ, ПРИ КОТОРЫХ ПОЛУГРУППА БРАНДТА
НЕИЗОМОРФНАЯ ВАРИАНТУ

В этой статье мы исследуем вопрос является ли полугруппа Брандта вариантом другой
полугруппы. Мы доказали, что полугруппа, которая не содержит бициклическую подпо-
лугруппу не является полугруппой Брандта. Для безконечной полугруппы, которая со-
держит бициклическую подполугруппу, вариант порожденный елементом из этой подпо-
лугруппы не является полугруппой Брандта.

Ключевые слова: полугруппа Брандта, вариант, сандвич полугруппа, бицикли-
ческая полугруппа.
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