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Вступ
Поняття допельалгебри було введено Б. Рiхтер [1] у контекстi алгебраїчної K -теорiї.

Допельалгебра – це векторний простiр над полем з двома бiнарними лiнiйними асоцiатив-
ними операцiями ⊣ i ⊢ , якi задовольняють такi тотожностi:

(𝐷1 ) (𝑥⊣𝑦)⊢𝑧 = 𝑥⊣(𝑦⊢𝑧) ,
(𝐷2 ) (𝑥⊢𝑦)⊣𝑧 = 𝑥⊢(𝑦⊣𝑧) .

Алгебраїчна система, яка складається з непорожньої множини разом з двома бiнарни-
ми асоцiативними операцiями ⊣ та ⊢ , що задовольняють умови (𝐷1) та (𝐷2) , пред-
ставляє окремий iнтерес у теорiї напiвгруп. Такi алгебри були вперше розглянутi в [3] i
пiзнiше названi як допельнапiвгрупи в [2]. Отже, допельалгебри є лiнiйними аналогами
допельнапiвгруп. До перших результатiв про допельнапiвгрупи можна вiднести опис та-
ких вiльних об’єктiв як вiльна допельнапiвгрупа, вiльна комутативна допельнапiвгрупа й
вiльна 𝑛 -нiльпотентна допельнапiвгрупа та характеризацiю деяких найменших конгруен-
цiй на вiльнiй допельнапiвгрупi, а також побудову вiльного добутку допельнапiвгруп [2].
Допельнапiвгрупи мають тiснi зв’язки з такими алгебрами як напiвгрупи, дуплекси [3], iн-
терасоцiативнi напiвгрупи [4, 5], рестриктивнi бiнапiвгрупи [6, 7], 𝑛 -кратнi напiвгрупи та
𝑛 -кратнi алгебри асоцiативного типу [8], дiмоноїди та дiалгебри [9–11], трiоїди та триалге-
бри [12–14], а також деякi iншi системи (див., напр., [15]). Якщо операцiї допельнапiвгрупи
збiгаються, то допельнапiвгрупа перетворюється у напiвгрупу. Бiльше iнформацiї про до-
пельнапiвгрупи можна знайти, наприклад, у роботах [16, 17].

Як вiдомо, кожна напiвгрупа iзоморфна напiвгрупi перетворень деякої множини.
Подiбний результат для класу впорядкованих напiвгруп був отриманий К. А. Зарецьким
[18], де було показано, зокрема, що кожна впорядкована напiвгрупа може бути занурена
в упорядковану напiвгрупу всiх бiнарних вiдношень на деякiй множинi. Аналоги теореми
Келi для напiвгруп у класi дiмоноїдiв та згаданої теореми Зарецького в класi впорядко-
ваних дiмоноїдiв були отриманi в [10] та [19] вiдповiдно, а для класу впорядковнаих до-
пельнапiвгруп – в [20]. У цiй статтi наведено приклади допельнапiвгруп i впорядкованих
допельнапiвгруп та дослiджено новий тип зображень допельнапiвгруп.

1. Допельнапiвгрупи та їх зображення
Розглянемо спочатку кiлька прикладiв допельнапiвгруп.
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Нехай (𝑆1, *1) та (𝑆2, *2) — напiвгрупи з нулями 01 та 02 вiдповiдно. На множинi
𝑆 = 𝑆1 × 𝑆2 визначимо двi бiнарнi операцiї ⊣ i ⊢ за правилами:

(𝑎, 𝑏) ⊣ (𝑐, 𝑑) = (𝑎 *1 𝑐, 02),

(𝑎, 𝑏) ⊢ (𝑐, 𝑑) = (01, 𝑏 *2 𝑑).

Твердження 1. Алгебраїчна система (𝑆,⊣,⊢) є допельнапiвгрупою.

Доведення. Для всiх (𝑎, 𝑏), (𝑐, 𝑑), (𝑒, 𝑓) ∈ 𝑆 маємо

((𝑎, 𝑏) ⊣ (𝑐, 𝑑)) ⊣ (𝑒, 𝑓) = (𝑎 *1 𝑐, 02) ⊣ (𝑒, 𝑓) =

= (𝑎 *1 𝑐 *1 𝑒, 02) = (𝑎, 𝑏) ⊣ (𝑐 *1 𝑒, 02) =

= (𝑎, 𝑏) ⊣ ((𝑐, 𝑑) ⊣ (𝑒, 𝑓)),

((𝑎, 𝑏) ⊢ (𝑐, 𝑑)) ⊢ (𝑒, 𝑓) = (01, 𝑏 *2 𝑑) ⊢ (𝑒, 𝑓) =

= (01, 𝑏 *2 𝑑 *2 𝑓) = (𝑎, 𝑏) ⊢ (01, 𝑑 *2 𝑓) =

= (𝑎, 𝑏) ⊢ ((𝑐, 𝑑) ⊢ (𝑒, 𝑓)),

i отже, операцiї ⊣ та ⊢ є асоцiативними. Бiльш того,

((𝑎, 𝑏) ⊣ (𝑐, 𝑑)) ⊢ (𝑒, 𝑓) = (𝑎 *1 𝑐, 02) ⊢ (𝑒, 𝑓) =

= (01, 02) = (𝑎, 𝑏) ⊣ (01, 𝑑 *2 𝑓) =

= (𝑎, 𝑏) ⊣ ((𝑐, 𝑑) ⊢ (𝑒, 𝑓)),

((𝑎, 𝑏) ⊢ (𝑐, 𝑑)) ⊣ (𝑒, 𝑓) = (01, 𝑏 *2 𝑑) ⊣ (𝑒, 𝑓) =

= (01, 02) = (𝑎, 𝑏) ⊢ (𝑐 *1 𝑒, 02) =

= (𝑎, 𝑏) ⊢ ((𝑐, 𝑑) ⊣ (𝑒, 𝑓)).

Твердження доведено.

Нехай (𝐷,⊣,⊢) — довiльна допельнапiвгрупа i D = 𝐷 × 𝐷 . Визначимо на D двi
бiнарнi операцiї ≺ та ≻ за правилами:

(𝑎, 𝑏) ≺ (𝑐, 𝑑) = (𝑎 ⊣ 𝑐, 𝑏 ⊣ 𝑐),

(𝑎, 𝑏) ≻ (𝑐, 𝑑) = (𝑎 ⊢ 𝑑, 𝑏 ⊢ 𝑑).

Твердження 2. Алгебраїчна система (D ,≺,≻) є допельнапiвгрупою.

Доведення. Використовуючи аксiоми допельнапiвгрупи (𝐷,⊣,⊢) , для всiх (𝑎, 𝑏) ,
(𝑐, 𝑑) , (𝑒, 𝑓) з D маємо

((𝑎, 𝑏) ≺ (𝑐, 𝑑)) ≺ (𝑒, 𝑓) = (𝑎 ⊣ 𝑐, 𝑏 ⊣ 𝑐) ≺ (𝑒, 𝑓) =

= (𝑎 ⊣ 𝑐 ⊣ 𝑒, 𝑏 ⊣ 𝑐 ⊣ 𝑒) = (𝑎, 𝑏) ≺ (𝑐 ⊣ 𝑒, 𝑑 ⊣ 𝑒) =

= (𝑎, 𝑏) ≺ ((𝑐, 𝑑) ≺ (𝑒, 𝑓)),

((𝑎, 𝑏) ≻ (𝑐, 𝑑)) ≻ (𝑒, 𝑓) = (𝑎 ⊢ 𝑑, 𝑏 ⊢ 𝑑) ≻ (𝑒, 𝑓) =
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= (𝑎 ⊢ 𝑑 ⊢ 𝑓, 𝑏 ⊢ 𝑑 ⊢ 𝑓) = (𝑎, 𝑏) ≻ (𝑐 ⊢ 𝑓, 𝑑 ⊢ 𝑓) =

= (𝑎, 𝑏) ≻ ((𝑐, 𝑑) ≻ (𝑒, 𝑓)),

((𝑎, 𝑏) ≺ (𝑐, 𝑑)) ≻ (𝑒, 𝑓) = (𝑎 ⊣ 𝑐, 𝑏 ⊣ 𝑐) ≻ (𝑒, 𝑓) =

= (𝑎 ⊣ 𝑐 ⊢ 𝑓, 𝑏 ⊣ 𝑐 ⊢ 𝑓) = (𝑎, 𝑏) ≺ (𝑐 ⊢ 𝑓, 𝑑 ⊢ 𝑓) =

= (𝑎, 𝑏) ≺ ((𝑐, 𝑑) ≻ (𝑒, 𝑓)),

((𝑎, 𝑏) ≻ (𝑐, 𝑑)) ≺ (𝑒, 𝑓) = (𝑎 ⊢ 𝑑, 𝑏 ⊢ 𝑑) ≺ (𝑒, 𝑓) =

= (𝑎 ⊢ 𝑑 ⊣ 𝑒, 𝑏 ⊢ 𝑑 ⊣ 𝑒) = (𝑎, 𝑏) ≻ (𝑐 ⊣ 𝑒, 𝑑 ⊣ 𝑒) =

= (𝑎, 𝑏) ≻ ((𝑐, 𝑑) ≺ (𝑒, 𝑓)).

Твердження доведено.

Отриману допельнапiвгрупу будемо позначати через 𝑆[(𝐷,⊣,⊢)] .
Двоїстим чином можна визначити таку допельнапiвгрупу. Нехай (𝐷,⊣,⊢) — довiль-

на допельнапiвгрупа. Визначимо на прямому добутку D = 𝐷 ×𝐷 двi бiнарнi операцiї ≺
та ≻ за правилами:

(𝑎, 𝑏) ≺ (𝑐, 𝑑) = (𝑎 ⊣ 𝑐, 𝑎 ⊣ 𝑑),

(𝑎, 𝑏) ≻ (𝑐, 𝑑) = (𝑏 ⊢ 𝑐, 𝑏 ⊢ 𝑑).

Твердження 3. Алгебраїчна система (D ,≺,≻) є допельнапiвгрупою.

Доведення. Аналогiчно як твердження 2.

Через (T (𝑋), ∘) позначається симетрична напiвгрупа на множинi 𝑋 .
Основним результатом цiєї статтi є така теорема.

Теорема 1. Будь-яка допельнапiвгрупа iзоморфно занурюється у допельнапiвгрупу

𝑆[(T (𝑋), ∘, ∘)]

для деякої множини 𝑋 .

Доведення. Нехай (𝐷,⊣,⊢) – довiльна допельнапiвгрупа, 𝐷1 – множина 𝐷 iз
зовнiшньо приєднаним елементом 1 /∈ 𝐷 , таким що 1 ⊣ 𝑥 = 𝑥 та 1 ⊢ 𝑥 = 𝑥 для всiх
𝑥 ∈ 𝐷1 .

Для кожного 𝑥 ∈ 𝐷 визначимо такi два перетворення множини 𝐷1 :

𝜌⊣𝑥 : 𝐷1 → 𝐷1 : 𝑎 ↦→ 𝑎 ⊣ 𝑥,

𝜌⊢𝑥 : 𝐷1 → 𝐷1 : 𝑎 ↦→ 𝑎 ⊢ 𝑥.

Використовуючи асоцiативнiсть операцiй ⊣ i ⊢ , а також допельнапiвгруповi аксiоми
(𝐷1 ) та (𝐷2 ), можна показати, що умови

(i) 𝜌⊣𝑥 ∘ 𝜌⊣𝑦 = 𝜌⊣𝑥⊣𝑦,

(ii) 𝜌⊢𝑥 ∘ 𝜌⊢𝑦 = 𝜌⊢𝑥⊢𝑦,

(iii) 𝜌⊣𝑥 ∘ 𝜌⊢𝑦 = 𝜌⊣𝑥⊢𝑦,

28 Жучок Ю.В.



ISSN 1817-2237. Вiсник ДонНУ. Сер. А: Природничi науки. - 2019.- № 1-2

(iv) 𝜌⊢𝑥 ∘ 𝜌⊣𝑦 = 𝜌⊢𝑥⊣𝑦

виконуються для всiх 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷 .
Далi визначимо вiдображення з (𝐷,⊣,⊢) у допельнапiвгрупу 𝑆[(T (𝐷1), ∘, ∘)] за пра-

вилом:
𝜂 : (𝐷,⊣,⊢) → 𝑆[(T (𝐷1), ∘, ∘)] : 𝑥 ↦→ 𝜌𝑥,

де 𝜌𝑥 = (𝜌⊣𝑥, 𝜌
⊢
𝑥), 𝑥 ∈ 𝐷 .

Беручи до уваги рiвностi (i)–(iv), для всiх 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷 отримуємо

𝑥𝜂 ≺ 𝑦𝜂 = 𝜌𝑥 ≺ 𝜌𝑦 = (𝜌⊣𝑥, 𝜌
⊢
𝑥) ≺ (𝜌⊣𝑦 , 𝜌

⊢
𝑦 ) =

= (𝜌⊣𝑥 ∘ 𝜌⊣𝑦 , 𝜌⊢𝑥 ∘ 𝜌⊣𝑦 ) = (𝜌⊣𝑥⊣𝑦, 𝜌
⊢
𝑥⊣𝑦) =

= 𝜌𝑥⊣𝑦 = (𝑥 ⊣ 𝑦)𝜂,

𝑥𝜂 ≻ 𝑦𝜂 = 𝜌𝑥 ≻ 𝜌𝑦 = (𝜌⊣𝑥, 𝜌
⊢
𝑥) ≻ (𝜌⊣𝑦 , 𝜌

⊢
𝑦 ) =

= (𝜌⊣𝑥 ∘ 𝜌⊢𝑦 , 𝜌⊢𝑥 ∘ 𝜌⊢𝑦 ) = (𝜌⊣𝑥⊢𝑦, 𝜌
⊢
𝑥⊢𝑦) =

= 𝜌𝑥⊢𝑦 = (𝑥 ⊢ 𝑦)𝜂.

Таким чином, 𝜂 є гомоморфiзмом (𝐷,⊣,⊢) у 𝑆[(T (𝐷1), ∘, ∘)] .
Припустимо, що 𝑥 ̸= 𝑦 для деяких 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷 . Tодi

1𝜌⊣𝑥 = 1 ⊣ 𝑥 = 𝑥, 1𝜌⊣𝑦 = 1 ⊣ 𝑦 = 𝑦,

отже, 𝜌𝑥 ̸= 𝜌𝑦 , тобто 𝜂 є iн’єктивним.
Теорему доведено.

2. Впорядкованi допельнапiвгрупи
Нехай (𝐷,⊣,⊢) — довiльна допельнапiвгрупа i 6 — частковий порядок на 𝐷 . Ал-

гебраїчна система (𝐷,⊣,⊢,6) називається впорядкованою допельнапiвгрупою [20], якщо
вiдношення порядку 6 є стабiльним вiдносно кожної з операцiй ⊣ та ⊢ , тобто з 𝑥 6 𝑦
випливає, що

𝑧 ⋆ 𝑥 6 𝑧 ⋆ 𝑦 i 𝑥 ⋆ 𝑧 6 𝑦 ⋆ 𝑧

для всiх 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐷 та ⋆ ∈ {⊣,⊢} .
Наведемо тепер приклади впорядкованих допельнапiвгруп.
Очевидно, що кожна допельнапiвгрупа може бути розглянута як упорядкована до-

пельнапiвгрупа вiдносно вiдношення рiвностi. Тому теорема 1 справджується для тривi-
ально впорядкованих допельнапiвгруп.

Легко бачити також, що коли (𝑆, ·,6) – довiльна впорядкована напiвгрупа, то
(𝑆, ·, ·,6) є впорядкованою допельнапiвгрупою.

Нехай (𝑆, *) – довiльна напiвгрупа i 𝑎 ∈ 𝑆 . Визначимо на 𝑆 нову бiнарну операцiю
*𝑎 за правилом:

𝑥 *𝑎 𝑦 = 𝑥 * 𝑎 * 𝑦
для всiх 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆. Зрозумiло, що (𝑆, *𝑎) є напiвгрупою. Ця напiвгрупа називається ва-
рiантом напiвгрупи (𝑆, *) , або сендвiч-напiвгрупою напiвгрупи (𝑆, *) вiдносно елемента
𝑎 .

Використовуючи лему 2.1 [2], безпосередньо отримуємо таке твердження.

Твердження 4. Нехай (𝑆, *,6) – упорядкований моноїд i 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆 . Алгебраїчна система
(𝑆, *𝑎, *𝑏,6) є впорядкованою допельнапiвгрупою.
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Вiдмiтимо, що коли принаймнi один з елементiв 𝑎 або 𝑏 з твердження 4 є одиницею
напiвгрупи (𝑆, *) , ми отримуємо впорядкованi допельнапiвгрупи (𝑆, *, *,6) , (𝑆, *, *𝑏,6)
та (𝑆, *𝑎, *,6) .

Нехай 𝑋 — довiльна непорожня множина, 𝐹 [𝑋] — вiльна напiвгрупа на 𝑋 , i 𝑇 —
вiльний моноїд на фiксованiй 2-елементнiй множинi {𝑎, 𝑏} з порожнiм словом 𝜃 . Довжина
слова 𝑤 ∈ 𝐹 [𝑋] ∪ 𝑇 позначається через 𝑙𝑤 .

Визначимо двi бiнарнi операцiї ⊣ i ⊢ на множинi

𝐹𝐷𝑆(𝑋) = {(𝑢, 𝑣) ∈ 𝐹 [𝑋] × 𝑇 | 𝑙𝑢 − 𝑙𝑣 = 1}

за правилами:
(𝑢1, 𝑣1) ⊣ (𝑢2, 𝑣2) = (𝑢1𝑢2, 𝑣1𝑎𝑣2),

(𝑢1, 𝑣1) ⊢ (𝑢2, 𝑣2) = (𝑢1𝑢2, 𝑣1𝑏𝑣2)

для всiх (𝑢1, 𝑣1), (𝑢2, 𝑣2) ∈ 𝐹𝐷𝑆(𝑋) .
Зафiксуємо лiнiйнi порядки ⪯1 i ⪯2 на 𝑋 та на множинi {𝜃, 𝑎, 𝑏} вiдповiдно, де 𝜃

– найменший елемент вiдносно ⪯2 . Лексикографiчнi порядки на вiльнiй напiвгрупi 𝐹 [𝑋]
та вiльному моноїдi 𝑇 , якi визначаються порядками ⪯1 i ⪯2 , будемо позначати через
⪯𝐹 [𝑋] i ⪯𝑇 вiдповiдно.

Тепер визначимо бiнарне вiдношення ⪯ на 𝐹𝐷𝑆(𝑋) наступним чином:

(𝑢1, 𝑣1) ⪯ (𝑢2, 𝑣2) ⇔ 𝑢1 ⪯𝐹 [𝑋] 𝑢2 & 𝑣1 ⪯𝑇 𝑣2.

Беручи до уваги теорему 3.5 [2], отримуємо ще один приклад упорядкованої допель-
напiвгрупи.

Твердження 5. Алгебраїчна система (𝐹𝐷𝑆(𝑋),⊣,⊢,⪯) є впорядкованою допельнапiв-
групою.

Нехай (𝑁,+) — адитивна напiвгрупа всiх натуральних чисел i 𝑁2̃ = 𝑁 ∪ {2̃} , де
2̃ /∈ 𝑁 . Визначимо бiнарнi операцiї ⊣ i ⊢ на 𝑁2̃ за такими правилами:

2̃ ⊣ 2̃ = 2̃ ⊢ 2̃ = 4,

𝑚 ⊣ 𝑛 = 𝑚+ 𝑛,

𝑚 ⊣ 2̃ = 2̃ ⊣ 𝑚 = 𝑚 ⊢ 2̃ = 2̃ ⊢ 𝑚 = 𝑚+ 2,

𝑚 ⊢ 𝑛 =

{︂
2̃, 𝑚 = 𝑛 = 1,

𝑚+ 𝑛 в iнших випадках

для всiх 𝑚,𝑛 ∈ 𝑁 . Згiдно з твердженням 3 [21] (𝑁2̃,⊣,⊢) є комутативним дiмоноїдом, а
тодi за твердженням 1.1.6 [17] i допельнапiвгрупою.

Розглянемо звичайне арифметичне вiдношення порядку 6 на 𝑁 i розширимо це
вiдношення до 𝑁2̃ у такий спосiб:

1 6 2̃ 6 3 6 4 6 ...,

при цьому елементи 2 i 2̃ є непорiвняними вiдносно 6 .

Твердження 6. [20] Алгебраїчна система (𝑁2̃,⊣,⊢,6) є впорядкованою допельнапiвгру-
пою.
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Нехай 𝑋 – довiльна непорожня множина, 𝑋 — копiя множини 𝑋 , тобто
𝑋 = {𝑥 |𝑥 ∈ 𝑋}, i нехай X = 𝑋 ∪𝑋 .

На множинi 𝐵(X ) всiх бiнарних вiдношень на множинi X визначимо двi бiнарнi
операцiї ∘1 i ∘2 такими умовами:

𝛼 ∘1 𝛽 = (𝛼 ∩ (𝑋 ×𝑋)) ∘ 𝛽,
𝛼 ∘2 𝛽 = (𝛼 ∩ (𝑋 ×𝑋)) ∘ 𝛽,

де ∘ – звичайна композицiя бiнарних вiдношень.

Твердження 7. Алгебра (𝐵(X ), ∘1, ∘2,⊆) є впорядкованою допельнапiвгрупою вiдносно
звичайного теоретико-множинного включення ⊆ .

Доведення. Нехай 𝛼, 𝛽, 𝛾 ∈ 𝐵(X ) . Тодi

(𝛼 ∘1 𝛽) ∘1 𝛾 = ((𝛼 ∩ (𝑋 ×𝑋)) ∘ 𝛽) ∘1 𝛾 =

= [((𝛼 ∩ (𝑋 ×𝑋)) ∘ 𝛽) ∩ (𝑋 ×𝑋)] ∘ 𝛾,
𝛼 ∘1 (𝛽 ∘1 𝛾) = 𝛼 ∘1 ((𝛽 ∩ (𝑋 ×𝑋)) ∘ 𝛾) =

= (𝛼 ∩ (𝑋 ×𝑋)) ∘ (𝛽 ∩ (𝑋 ×𝑋)) ∘ 𝛾.
Для всiх 𝑥, 𝑦 ∈ X маємо

(𝑥, 𝑦) ∈ ((𝛼 ∩ (𝑋 ×𝑋)) ∘ 𝛽) ∩ (𝑋 ×𝑋) ⇔
⇔ (𝑥, 𝑦) ∈ (𝛼 ∩ (𝑋 ×𝑋)) ∘ 𝛽, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋 ×𝑋 ⇔

⇔ ∃ 𝑧 ∈ X : (𝑥, 𝑧) ∈ 𝛼 ∩ (𝑋 ×𝑋), (𝑧, 𝑦) ∈ 𝛽, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋 ×𝑋 ⇔
⇔ (𝑥, 𝑧) ∈ 𝛼 ∩ (𝑋 ×𝑋), (𝑧, 𝑦) ∈ 𝛽, (𝑧, 𝑦) ∈ 𝑋 ×𝑋 ⇔

⇔ (𝑥, 𝑦) ∈ (𝛼 ∩ (𝑋 ×𝑋)) ∘ (𝛽 ∩ (𝑋 ×𝑋)).

Таким чином, (𝛼 ∘1 𝛽) ∘1 𝛾 = 𝛼 ∘1 (𝛽 ∘1 𝛾) та операцiя ∘1 є асоцiативною. Аналогiчно
можна показати, що операцiя ∘2 також є асоцiативною.

Розглянемо добутки

(𝛼 ∘1 𝛽) ∘2 𝛾 = ((𝛼 ∩ (𝑋 ×𝑋)) ∘ 𝛽) ∘2 𝛾 =

= [((𝛼 ∩ (𝑋 ×𝑋)) ∘ 𝛽) ∩ (𝑋 ×𝑋)] ∘ 𝛾,
𝛼 ∘1 (𝛽 ∘2 𝛾) = 𝛼 ∘1 ((𝛽 ∩ (𝑋 ×𝑋)) ∘ 𝛾) =

= (𝛼 ∩ (𝑋 ×𝑋)) ∘ (𝛽 ∩ (𝑋 ×𝑋)) ∘ 𝛾.
Зрозумiло, що

((𝛼 ∩ (𝑋 ×𝑋)) ∘ 𝛽) ∩ (𝑋 ×𝑋) =

= (𝛼 ∩ (𝑋 ×𝑋)) ∘ (𝛽 ∩ (𝑋 ×𝑋)) = ∅.
Отже, аксiома (𝐷1) виконується. Подiбним чином можна показати виконання аксi-

оми (𝐷2) .
Нарештi покажемо, що вiдношення ⊆ є стабiльним на 𝐵(X ) вiдносно операцiй ∘1

та ∘2 . Нехай 𝛼 ⊆ 𝛽 i 𝛾 ∈ 𝐵(X ) . Тодi

𝛼 ∘1 𝛾 = (𝛼 ∩ (𝑋 ×𝑋)) ∘ 𝛾 ⊆ (𝛽 ∩ (𝑋 ×𝑋)) ∘ 𝛾 = 𝛽 ∘1 𝛾,
𝛾 ∘1 𝛼 = (𝛾 ∩ (𝑋 ×𝑋)) ∘ 𝛼 ⊆ (𝛾 ∩ (𝑋 ×𝑋)) ∘ 𝛽 = 𝛾 ∘1 𝛽.

Аналогiчно, 𝛼 ∘2 𝛾 ⊆ 𝛽 ∘2 𝛾 i 𝛾 ∘2 𝛼 ⊆ 𝛾 ∘2 𝛽. Таким чином, (𝐵(X ), ∘1, ∘2,⊆) є
впорядкованою допельнапiвгрупою.

Твердження доведено.
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Висновки
У статтi наведено приклади (впорядкованих) допельнапiвгруп та описано певнi зо-

браження допельнапiвгруп.

References
[1] Richter B., Dialgebren, Doppelalgebren und ihre Homologie, Di-

plomarbeit, Universitat Bonn., 1997. Available at https://www.math.uni-
hamburg.de/home/richter/publications.html.

[2] Zhuchok A. V., Free products of doppelsemigroups, Algebra Universalis 77 (2017), 361–
374.

[3] Pirashvili T., Sets with two associative operations, Cent. Eur. J. Math. 2 (2003), 169–183.

[4] Gorbatkov A. B., Interassociates of the free commutative semigroup, Sib. Math. J. 54
(2013), no. 3, 441–445.

[5] Gould M., Linton K. A., Nelson A. W., Interassociates of monogenic semigroups, Semigroup
Forum 68 (2004), 186–201.

[6] Schein B. M., Restrictive semigroups and bisemigroups, Technical Report. University of
Arkansas, Fayetteville, Arkansas, USA, 1989, 1–23.

[7] Schein B. M., Restrictive bisemigroups, Izv. Vyssh. Uchebn. Zaved. Mat. 1 (1965), no. 44,
168–179 (in Russian).

[8] Koreshkov N. A., n-tuple algebras of associative type, Izv. Vyssh. Uchebn. Zaved. Mat. 12
(2008), 34–42 (in Russian).

[9] Loday J.-L., Dialgebras, in: Dialgebras and related operads, Lect. Notes Math. 1763,
Springer-Verlag, Berlin, 2001, 7–66.

[10] Zhuchok A. V., Dimonoids, Algebra Logic 50 (2011), no. 4, 471–496 (in Russian).

[11] Zhuchok Yu. V., Free abelian dimonoids, Algebra Discrete Math. 20 (2015), no. 2, 330–342.

[12] Loday J.-L., Ronco M. O., Trialgebras and families of polytopes, Contemporary Mathemati-
cs 346 (2004), 369–398.

[13] Zhuchok A. V., Trioids, Asian-European Journal of Mathematics 8 (2015), no. 4, 1550089
(23 pages). DOI:10.1142/S1793557115500898.

[14] Zhuchok Yu. V., The endomorphism monoid of a free trioid of rank 1, Algebra Universalis
76 (2016), no. 3, 355–366.

[15] Zhuchok Yu. V., Automorphisms of the endomorphism semigroup of a free commutative
𝑔 -dimonoid, Algebra Discrete Math. 21 (2016), no. 2, 295–310.

[16] Zhuchok A. V., Structure of free strong doppelsemigroups, Commun. Algebra 46 (2018),
no. 8, 3262–3279. DOI:10.1080/00927872.2017.1407422.

32 Жучок Ю.В.



ISSN 1817-2237. Вiсник ДонНУ. Сер. А: Природничi науки. - 2019.- № 1-2

[17] Zhuchok A. V., Relatively free doppelsemigroups, Monograph series Lectures in Pure and
Applied Mathematics. Germany, Potsdam: Potsdam University Press 5 (2018), 86 p.

[18] Zaretskiy K. A., The representation of ordered semigroups by binary relations, Izv. Vyssh.
Uchebn. Zaved. Math. 6 (1959), 48–50 (in Russian).

[19] Zhuchok Yu. V., Representations of ordered dimonoids by binary relations,
Asian-European Journal of Mathematics 7 (2014), no. 1, 1450006 (13 pages).
DOI:10.1142/S1793557114500065.

[20] Zhuchok Yu. V., Koppitz J., Representations of ordered doppelsemigroups by binary relati-
ons, Algebra Discrete Math. 27 (2019), no. 1, 144–154.

[21] Zhuchok A. V., Free commutative dimonoids, Algebra Discrete Math. 9 (2010), no. 1,
109–119.

Zhuchok Yu. V.

Doctor of Physical and Mathematical Sciences, Associate Professor,
Professor of the Department of Algebra and System Analysis,
Luhansk Taras Shevchenko National University (Starobilsk)

ОN REPRESENTATIONS OF DOPPELSEMIGROUPS

SUMMARY
We give examples (ordered) doppelsemigroups and describe some representations of doppelsemi-
groups.
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О ПРЕДСТАВЛЕНИЯХ ДОППЕЛЬПОЛУГРУПП

РЕЗЮМЕ
В статье приведены примеры (упорядоченных) доппельполугрупп и исследованы некото-
рые представления доппельполугрупп.

Ключевые слова: доппельполугруппа, представление, упорядоченная доппельпо-
лугруппа, полугруппа.
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