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У роботi проаналiзовано питання полiгармонiчностi у 𝑛 -вимiрному просторi та отри-
мано узагальнену теорему Бляшке-Привалова для полiгармонiчних функцiй. Особливу
увагу придiлено поняттю супергармонiчностi функцiї, порядку полiномiв та вiдповiдним
формулам iз середнiм значенням.
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Вступ
Класична теорема Гауса, що характеризує клас гармонiчних функцiй за допомогою

формули середнього значення, отримала подальший розвиток i уточнення у багатьох ро-
ботах (див., наприклад, огляди [11], [22] i монографiї [20], [21] з великою бiблiографiєю).
Оцiнка поведiнки неперервної функцiї всерединi областi за вiдомими значеннями на межi
зустрiчається в багатьох задачах комплексного аналiзу, теорiї вiдображень та топологiї.
Одним з основних напрямкiв в цих дослiдженнях є опис класiв функцiй, що задовольняють
заданим iнтегральним рiвнянням, що мають певний геометричний сенс. Серед отриманих
результатiв також можна вiдмiтити теореми про середнє, що характеризують гармонiчнi
многочлени [15], бiаналiтичнi функцiї [16], розв’язки рiвнянь згортки з фiнiтним згор-
тувачем та iншi (див. роботу [18]). Окрiм самостiйного iнтересу, результати такого типу
важливi в iнтегральнiй геометрiї та рiзних застосуваннях (див. монографiю [20]).

У данiй статтi розглянуто узагальнену теорему Бляшке-Привалова про характери-
зацiю полiгармонiчних функцiй.

Вiдомо, що функцiя функцiя 𝑓 називається полiгармонiчною порядку 𝑚 (або 𝑚 -
гармонiчною) в областi 𝐺 ⊂ R𝑛 , якщо вона належить класу 𝐶2𝑚(𝐺) i задовольняєв 𝐺
рiвнянню

∆𝑚𝑓 = 0.

При 𝑚 = 1 та 𝑚 = 2 можна отримати вiдповiдно гармонiчну та бiгармонiчну функцiї.
Гармонiчнi многочлени характеризуються за допомогою теореми про середнє зна-

ченння, наприклад, у роботi Т. Рамсея та Ю. Вейта 1984 р. (див. [15]), де розглядається
iнтеграл з нерiвномiрною мiрою. Аналог класичної теореми Гауса, що характеризує клас
гармонiчних функцiй, вивчався також у роботах К. Iвасакi (див. роботи [9]–[10]). Автор
розглядає теорему про середнє у випадку багатогранникiв. А саме: вводиться 𝑛 -вимiрний
багатогранник 𝑃 , 𝑘 = 0, 1, ..., 𝑛 , 𝑃 (𝑘) – 𝑘 -вимiрний каркас 𝑃 . Формула iз середнiм зна-
ченням для полiгармонiчних функцiй для сферичних середнiх при вимiрностi 𝑑 = 2, 3
була введена вже у 1909 роцi П. Пiзеттi (див. роботу [14]). В монографiї В. В. Волчко-
ва (див. джерело [20]) були отримано деякi теореми про середнє для диференцiальних
рiвнянь, що мають наступний вигляд

𝑝(𝜕)𝑓 = 0,
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де 𝑝 – нетривiальний однорiдний гармонiчний полiном порядку 𝑘 .
М. Брело (див. [1]) характеризує за допомогою теореми Бляшке-Привалова супер-

гармонiчнi функцiї.
В представленiй роботi безпосередньо побудовано та проаналiзовано новi умови для

функцiї та параметру Лапласа для дослiдження властивостi полiгармонiчностi.

Допомiжнi поняття та результати
Означення 1. Неперервна функцiя 𝑢(𝑀) , що задана в точках 𝑀(𝑥1, ...𝑥𝑘) довiльної 𝑘
– розмiрної областi 𝐺 евклiдового простору, називається субгармонiчною, якщо, якою б
не була куля 𝐵 з центром у точки 𝑀0 , яка належить разом зi своєю границею областi
𝐺 , виконується нерiвнiсть

𝑢(𝑀0) 6
1

𝜎(𝛾(𝐵))

∫︁
𝛾(𝐵)

𝑢(𝑀)𝑑𝜎.

Означення 2. Неперервна функцiя 𝑢(𝑀) , що задана в точках 𝑀(𝑥1, ...𝑥𝑘) довiльної 𝑘 –
розмiрної областi 𝐺 евклiдового простору, називається супергармонiчною, якщо, якою б
не була куля 𝐵 з центром у точки 𝑀0 , яка належить разом зi своєю границею областi
𝐺 , виконується нерiвнiсть

1

𝜎(𝛾(𝐵))

∫︁
𝛾(𝐵)

𝑢(𝑀)𝑑𝜎 6 𝑢(𝑀0) 6
1

𝜎(𝛾(𝐵))

∫︁
𝛾(𝐵)

𝑢(𝑀)𝑑𝜎.

Означення 3. [1] Числова функцiя (скiнчена або нi) 𝑢 > −∞ , визначена на вiдкритiй
множинi 𝜔 простору 𝑅𝑛 , називається супергармонiчною у широкому сенсi (або гiпер-
гармонiчною), якщо вона напiвнеперервна знизу та якщо для кожного замкненого шару
�̄�(𝑥0, 𝑟) ⊂ 𝜔 виконується нерiвнiсть 𝑢(𝑥0) > 𝑀 𝑟

𝑢(𝑥0), де 𝑀 𝑟
𝑢(𝑥0) -середнє значення фун-

кцiї 𝑢(𝑥) за площею сфери 𝑆(𝑥0, 𝑟 ).

Зокрема, функцiя 𝑢 = +∞ є супергармонiчною у широкому сенсi.
Розглянемо приклади супергармонiчних та субгармонiчних функцiй. Яка б не бу-

ла гармонiчна функцiя 𝑓 (можливо, комплексна) на вiдкритiй множинi 𝜔 простору 𝑅𝑛,
аблосютна величина |𝑓 | є субгармонiчною функцiєю. Насправдi, |𝑓 | є неперервна фун-
кцiя та для будь-якого замкненого шару �̄�(𝑥0, 𝑟) ⊂ 𝜙 маємо 𝑓(𝑥0) = 𝑀 𝑟

𝑓 (𝑥0), отже
|𝑓(𝑥0)| 6 𝑀|𝑓 |𝑟(𝑥0). Так само, субгармонiчною є функцiя 𝑓+ = sup(𝑓, 0), бо 𝑓 та 0 –
функцiї субгармонiчнi.

Якщо 𝑓 та 𝑔 – двi гармонiчнi функцiї на вiдкритiй множинi 𝜔 ⊂ 𝑅𝑛, то |𝑓 + 𝑖𝑔| є
субгармонiчною функцiєю. Звiдси випиває, що на площинi модуль голоморфної функцiї є
субгармонiчна функцiя.

Нехай 𝑓(𝑧) – функцiя однiєї комплексної змiнної, що є визначеною та голоморфною
в деякiй областi та не перетворюється тотожно в нуль. Тодi log |𝑓(𝑧)| є субгармонiчною
функцiєю. log |𝑓(𝑧)| < +∞, ця функцiя неперервна скрiзь, є гармонiчною поза (iзольо-
ваних) нулiв функцiї 𝑓 та приймає значення −∞ в нулях 𝑓 . Отже, вона задовольняє
локальному критерiю субгармонiчностi у кожнiй точцi.

Зокрема, ℎ(||𝑥 − 𝑥0||) = − log ||𝑥 − 𝑥0|| – супергармонiчна функцiя в 𝑅2. Так само
легко переконатися у тому, що ℎ(||𝑥 − 𝑥0||) = ||𝑥 − 𝑥0||2−𝑛 – супергармонiчна функцiя в
𝑅𝑛 при 𝑛 > 3.

Позначимо

𝑃𝑓 (𝑥0) = lim
𝑟→0

2𝑛

𝑟2

[︁
𝑀 𝑟

𝑓 (𝑥0) − 𝑓(𝑥0)
]︁
.
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Теорема 1. [1] Для того, щоб функцiя 𝑢 > −∞, напiвнеперервна знизу на вiдкритiй
множинi 𝜔 простору R𝑛 , була супергармонiчною у широкому сенсi, необхiдно i доста-
тньо, щоб у кожнiй точцi 𝑥 ∈ 𝜔 , у якiй значення 𝑢(𝑥) – кiнцеве, виконувалась нерiв-
нiсть 𝑃 𝑢(𝑥) 6 0.

Наведений критерiй Бляшке-Привалова є локальним критерiєм гiпергармонiчностi.
Вiн показує, зокрема, що функцiя 𝑢 > −∞, напiвнеперервна знизу на множинi 𝜔, є су-
пергармонiчною у широкому сенсi, якщо нерiвнiсть 𝑢(𝑥0) >𝑀 𝑟

𝑓 (𝑥0) виконується у кожнiй
точцi 𝑥0 ∈ 𝜔 для всiх достатьо малих значень 𝑟(𝑟 > 𝜀(𝑥0), де 𝜀(𝑥0) - строго додатня
функцiя вiд 𝑥0).

Вiдмiтимо, що якщо 𝑢 - супергармонiчна у широкому сенсi функцiя у 𝜔, тодi для
будь-якого замкненого шару 𝐵, що лежить у 𝜔, функцiя 𝑢𝐵, що дорiвнює 𝑢 поза 𝐵
i дорiвнює iнтегралу Пуассона 𝐼𝐵𝑢 у 𝐵 ( 𝐼𝐵𝑢 скiнчений та гармонiчний або дорiвнює
константi +∞ ) також є супергармонiчною у широкому сенсi.

Основнi результати
Теорема 2. Нехай 𝑛,𝑚 ∈ N := {1, 2, . . .} , 𝐺 — область у R𝑛 , 𝑓 ∈ 𝐶2𝑚−2(R) , i нехай
при всiх 𝑥 ∈ R𝑛 та 𝑟 > 0 виконується умова

lim
𝑟→+0

(︃
𝑀𝑟𝑓(𝑥) − Γ

(︁𝑛
2

)︁𝑚−1∑︁
𝑘=0

∆𝑘𝑓(𝑥)

22𝑘𝑘!Γ(𝑘 + 𝑛/2)
𝑟2𝑘

)︃
𝑟−2𝑚 6 0

6 lim
𝑟→+0

(︃
𝑀𝑟𝑓(𝑥) − Γ

(︁𝑛
2

)︁𝑚−1∑︁
𝑘=0

∆𝑘𝑓(𝑥)

22𝑘𝑘!Γ(𝑘 + 𝑛/2)
𝑟2𝑘

)︃
𝑟−2𝑚, (1)

де 𝑀𝑟𝑓(𝑥) позначає середнє значення функцiї 𝑓 за сферою радiуса 𝑟 з центром у точцi
𝑥 , ∆ — оператор Лапласа, тодi 𝑓 — полiгармонiчна функцiя порядку не вище 𝑚 в 𝐺 .

Доведення.
Доведемо, що 𝑓 — полiгармонiчна функцiя порядку не вище 𝑚 в 𝐺 . При 𝑚 = 1

сформульоване твердження спiвпадає з класичною теоремою Бляшке-Привалова, що ха-
рактеризує гармонiчнi функцiї.

Зафiксуємо довiльним чином 𝜀 > 0 та розглянемо функцiю 𝑓𝜀(𝑥) := 𝑓(𝑥) + 𝜀|𝑥|2𝑚 ,
де |𝑥| := (𝑥21 + . . . 𝑥2𝑛)1/2 (𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ). Легко бачити, що 𝑓𝜀 ∈ 𝐶2𝑚−2(𝐺) . Так як для
функцiї 𝑔(𝑥) := |𝑥|2𝑚 має мiсце тотожнiсть

∆𝑚𝑔(𝑥) = ∆𝑚|𝑥|2𝑚 ≡ 22𝑚Γ(𝑚+ 1)Γ(𝑚+ 𝑛/2)

Γ(𝑛/2)
,

яке є окремим випадком формули

∆𝑝𝑟𝑘 = 𝑘(𝑘 − 2)...)𝑘 − 2𝑝+ 2)(𝑘 − 2 + 𝑛)(𝑘 − 4 + 𝑛)...(𝑘 − 2𝑝+ 𝑛)𝑟𝑘−2𝑝 =

= 22𝑝 Γ(𝑘/2 + 1)Γ((𝑘 + 𝑛)/2)

Γ(𝑘/2 − 𝑝+ 1)Γ((𝑘 + 𝑛)/2 − 𝑝)
𝑟𝑘−2𝑝.

(див. [8]), а отже i тотожнiсть

lim
𝑟→+0

(︃
𝑀𝑟𝑔(𝑥) − Γ

(︁𝑛
2

)︁𝑚−1∑︁
𝑘=0

∆𝑘𝑔(𝑥)

22𝑘𝑘!Γ(𝑘 + 𝑛/2)
𝑟2𝑘

)︃
𝑟−2𝑚

≡ 22𝑚Γ(𝑚+ 1)Γ(𝑚+ 𝑛/2)

Γ(𝑛/2)

Γ(𝑛/2)

22𝑚𝑚!Γ(𝑚+ 𝑛/2)
= 1, (2)
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у якiй границя у лiвiй частинi iснує, то з (1) та (2) випливає, що для всiх 𝑥 ∈ 𝐺 викону-
ються нерiвностi

lim
𝑟→+0

(︃
𝑀𝑟𝑓𝜀(𝑥) − Γ

(︁𝑛
2

)︁𝑚−1∑︁
𝑘=0

∆𝑘𝑓𝜀(𝑥)

22𝑘𝑘!Γ(𝑘 + 𝑛/2)
𝑟2𝑘

)︃
𝑟−2𝑚 > 𝜀. (3)

Позначимо через 𝑆(𝑥, 𝑟) и 𝐵(𝑥, 𝑟) вiдповiдно евклiдову сферу та вiдкрите еквклiдове
коло з центом у точцi 𝑥 радиусу 𝑟 . За формулою Пiзеттi

1

Ω

∫︁ ∫︁
Ω

𝑢𝑑Ω = 𝑢0Γ(𝑛/2)
∞∑︁
𝜈=0

(−1)𝜈(𝑅
√
𝑐

2
)2𝜈

𝜈!Γ(𝜈 + 𝑛
2
)

=

= 𝑢0
Γ(𝑛/2)𝐽(𝑛−2)/2(𝑅

√
𝑐

𝑅
√
𝑐

2

(𝑛−2)/2
= 𝑢0𝑝(𝑅)

де 𝐽𝜈(𝑥) є 𝜈 -та функцiя Беселя (див. [2]).
Для будь-якої функцiї ℎ ∈ 𝐶2𝑚−2 має мiсце рiвнiсть

𝑀𝑟ℎ(𝑥) = Γ
(︁𝑛

2

)︁𝑚−2∑︁
𝑘=0

∆𝑘ℎ(𝑥)

22𝑘𝑘!Γ(𝑘 + 𝑛/2)
𝑟2𝑘 +

∫︁
𝐵(0,𝑟)

𝑣𝑚−2(𝑦)∆𝑚−1ℎ(𝑥 + 𝑦) 𝑑𝑦. (4)

Також для функцiї 𝑓𝜀 виконується

𝑀𝑟𝑓𝜀(𝑥) = Γ
(︁𝑛

2

)︁𝑚−2∑︁
𝑘=0

∆𝑘𝑓𝜀(𝑥)

22𝑘𝑘!Γ(𝑘 + 𝑛/2)
𝑟2𝑘 +

∫︁
𝐵(0,𝑟)

𝑣𝑚−2(𝑦)∆𝑚−1𝑓𝜀(𝑥 + 𝑦) 𝑑𝑦, (5)

де 𝑣𝑚−2(𝑦) — додатня радiальна функцiя, що визначена рекурентними спiввiдношеннями

𝜐𝜈+1 =

∫︁ ∫︁ 𝑅

𝑟

𝑝𝜐𝜈(𝑝) log
𝑝

𝑟
𝑑𝑝, 𝜐0 =

1

2𝜋
log

𝑅

𝑟

та

𝜐𝜈+1 =
1

(𝑛− 2)𝑟𝑛−2

∫︁ 𝑅

𝑟

𝑝𝜐𝜈(𝑝)(𝑝𝑛−2 − 𝑟𝑛−2)𝑑𝑝, 𝜐0 =
1

(𝑛− 2)𝜔𝑛

(
1

𝑟𝑛−2
− 1

𝑅𝑛−2
)

(див. [2]).
Пiдставляючи у (4) ℎ(𝑥) = |𝑥|2𝑚−2 , маємо 𝑀𝑟𝑓(0) = 𝑟2𝑚−2 ,

Γ
(︁𝑛

2

)︁𝑚−2∑︁
𝑘=0

∆𝑘ℎ(𝑥)

22𝑘𝑘!Γ(𝑘 + 𝑛/2)
𝑟2𝑘 = 0, ∆𝑚−1ℎ(𝑥) ≡ 22𝑚−2Γ(𝑚)Γ(𝑚− 1 + 𝑛/2)

Γ(𝑛/2)
,

звiдки отримуємо ∫︁
𝐵(0,𝑟)

𝑣𝑚−2(𝑦) 𝑑𝑦 =
Γ(𝑛/2)

22𝑚−2Γ(𝑚)Γ(𝑚− 1 + 𝑛/2)
𝑟2𝑚−2.
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Отже,

𝑀𝑟𝑓𝜀(𝑥) − Γ
(︁𝑛

2

)︁𝑚−1∑︁
𝑘=0

∆𝑘𝑓𝜀(𝑥)

22𝑘𝑘!Γ(𝑘 + 𝑛/2)
𝑟2𝑘 =

= Γ
(︁𝑛

2

)︁𝑚−2∑︁
𝑘=0

∆𝑘𝑓𝜀(𝑥)

22𝑘𝑘!Γ(𝑘 + 𝑛/2)
𝑟2𝑘 +

∫︁
𝐵(0,𝑟)

𝑣𝑚−2(𝑦)∆𝑚−1𝑓𝜀(𝑥+ 𝑦) 𝑑𝑦−

−Γ
(︁𝑛

2

)︁𝑚−1∑︁
𝑘=0

∆𝑘𝑓𝜀(𝑥)

22𝑘𝑘!Γ(𝑘 + 𝑛/2)
𝑟2𝑘×

= ×
∫︁
𝐵(0,𝑟)

𝑣𝑚−2(𝑦)
(︀
∆𝑚−1𝑓𝜀(𝑥+ 𝑦) − ∆𝑚−1𝑓𝜀(𝑥)

)︀
𝑑𝑦 =

=
Γ(𝑛/2)

22𝑚−2Γ(𝑚)Γ(𝑚− 1 + 𝑛/2)
𝑟2𝑚−2𝑛

∫︁ 1

0

𝑣𝑚−2(𝑟𝑡)
(︀
𝑀𝑟𝑡∆

𝑚−1𝑓𝜀(𝑥) − ∆𝑚−1𝑓𝜀(𝑥)
)︀
𝑑𝑡. (6)

Порiвнюючи (3) та (6) маємо нерiвнiсть

lim
𝑟→+0

Γ(𝑛/2)

22𝑚−2Γ(𝑚)Γ(𝑚− 1 + 𝑛/2)
𝑟−2𝑛×

×
∫︁ 1

0

𝑣𝑚−2(𝑟𝑡)
(︀
𝑀𝑟𝑡∆

𝑚−1𝑓𝜀(𝑥) − ∆𝑚−1𝑓𝜀(𝑥)
)︀
𝑑𝑡 > 𝜀,

з якого, повторюючи дiї, проведенi у випадку 𝑛 = 1 , ми робимо висновок, що функцiя
∆𝑚−1𝑓𝜀(𝑥) задовольняє класичнiй умовi Бляшке-Привалова (за сферою) у кожнiй точцi
областi 𝐺 .

Отже, за теоремою Бляшке-Привалова ця функцiя є субгармонiчною у 𝐺 для будь-
якого 𝜀 > 0 .

Переходячи до границi при 𝜀 → +0 , ми робимо висновок, що функцiя ∆𝑚−1𝑓 су-
бгармонiчна у 𝐺 . Проводячи аналогiчнi дiї з 𝜀 < 0 та граничним перехiдом при 𝜀→ −0 ,
ми також робимо висновок, що ця функцiя супергармонiчна в 𝐺 . Звiдси випливає, що
функцiя ∆𝑚−1𝑓 гармонiчна, а отже 𝑓 — полiгармонiчна функцiя порядку 𝑚 . 2

Наслiдок 1. Нехай 𝑚 ∈ N , 𝑓 ∈ 𝐶2𝑚−2(R) , i для всiх 𝑥 ∈ R та 𝑟 > 0 виконується
умова

lim
𝑟→+0

(︃
𝑓(𝑥− 𝑟) + 𝑓(𝑥+ 𝑟)

2
−

𝑚−1∑︁
𝑘=0

𝑓 (2𝑘)(𝑥)

(2𝑘)!
𝑟2𝑘

)︃
𝑟−2𝑚 6 0

6 lim
𝑟→+0

(︃
𝑓(𝑥− 𝑟) + 𝑓(𝑥+ 𝑟)

2
−

𝑚−1∑︁
𝑘=0

𝑓 (2𝑘)(𝑥)

(2𝑘)!
𝑟2𝑘

)︃
𝑟−2𝑚. (7)

Тодi 𝑓 — полiном степеня не вище 2𝑚− 1 .

Висновки
Таким чином, отримано узагальнену теорему Бляшке-Привалова для полiгармонi-

чних функцiй у просторi R𝑛, 𝑛 ∈ N. За допомогою теорiї спецiальних функцiй та вiдомої
формули Пiзеттi сформульовано характеризацiї функцiї за допомогою середнього значе-
ння. При 𝑚 = 1 сформульоване твердження спiвпадає з класичною теоремою Бляшке-
Привалова, що характеризує гармонiчнi функцiї.
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BLASCHKE-PRIVALOV THEOREM FOR POLYHARMONIC FUNCTIONS

SUMMARY
The problem of polyharmonicity in n-dimensional space is analyzed and the generalized
Blaschke-Privalov theorem for polyharmonic functions is obtained in the work. Particular
attention is paid to the superharmonic function, polynomial’s order and to the correspondi-
ng mean value formulas.
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ТЕОРЕМА БЛЯШКЕ-ПРИВАЛОВА ДЛЯ ПОЛИГАРМОНИЧЕСКИХ
ФУНКЦИЙ

РЕЗЮМЕ
В работе проанализирован вопрос полигармоничности в 𝑛 -мерном пространстве и получе-
на обобщенная теорема Бляшке-Привалова для полигармонических функций. Особенное
внимание уделяется понятию супергармоничности функции, порядку полиномов и соо-
тветствующим формулам со средним значением.

Ключевые слова: полигармоничность, супергармоническая и субгармоническая
функция, теорема Бляшке-Привалова.
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