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КЛАСИФIКАЦIЯ БIНАРНИХ КВАЗIГРУПОВИХ ФУНКЦIЙНИХ
РIВНЯНЬ ДОВЖИНИ ЧОТИРИ

У цiй статтi класифiковано узагальненi функцiйнi рiвняння довжини чотири. Встанов-
лено, що з точнiстю до парастрофно-первинної рiвносильностi iснує точно 1, 3, 4, 19 уза-
гальнених нетривiальних функцiйних рiвнянь без функцiйних i предметних сталих фун-
кцiйної довжини один, два, три, чотири вiдповiдно; знайдено їх розв’язки на бiнарних
оборотних функцiях довiльної множини. Крiм того, подано класифiкацiї квазiгрупових
тотожностей довжини 2 i 3 та описано вiдповiднi многовиди, якi визначаються ними: зна-
йдено приклади квазiгруп, якi вiдрiзняють один многовид вiд iншого.
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Вступ
Проблема класифiкацiї квазiгрупових функцiйних рiвнянь i тотожностей формува-

лася протягом ХХ столiття. Передумовою виникнення її, як теорiї, стали два напрямки
розвитку дослiдження теорiї квазiгруп:
1) виникнення все нових i нових тотожностей в рiзних галузях математики, наприклад в
геометрiї (тотожностi Бола-Муфанг [29], тотожностi СН-квазiгруп [30] тощо), комбiнато-
рики (тотожностi, якi визначають ортогональнiсть парастрофiв [7, 10, 9]) i т. д.;
2) розв’язання тотожностей, як функцiйних рiвнянь (теорема Глускiна-Хоссу для n-арних
груп, теорема Брака-Тойоди для медiальних квазiгруп та їх узагальнення Бiлоусовим на
n-арний випадок, теорема про чотири квазiгрупи Бiлоусова для асоцiативностi [4, 5] тощо).

Згодом останнiй напрямок узагальнювався i вивчалися узагальненi тотожностi, а в
подальшому тотожностi як функцiйнi рiвняння, що вiдображено в книгах Ацеля [1, 2], Аце-
ля та Домбра [1], Каннаппана [11] та iнших. Тому цi класи задач стали предтечею проблеми
побудови теорiї функцiйних рiвнянь, частиною якої є класифiкацiя та їх розв’язування.
Однiєю iз перших праць класифiкацiї функцiйних рiвнянь є дисертацiя А. М. Чебана [29],
хоча в нiй бiльшiсть понять не точно визначенi, а сформульованi на iнтуїтивному рiвнi. В
сучасних працях дано строгi означення для теорiї функцiйних рiвняннь (означення фун-
кцiйного рiвняння, рiзних вiдношень мiж ними тощо): Коваль [3], Сохацький [1], Крапєж,
Сiмiч, Тошич та iншi [4, 6, 22], Мовсiсян [23].

Класифiкацiя функцiйних рiвнянь — це проблема, в рамках якої ставиться задача
класифiкацiї мiнiмальних функцiйних рiвнянь i, як частинний їх випадок, задача класи-
фiкацiї тотожностей, а точнiше функцiйних рiвнянь, в яких всi функцiйнi змiннi попарно
парастрофнi. Остання задача в алгебрi має своє тлумачення, а саме як опис многовидiв,
якi є розв’язками вiдповiдних функцiйних рiвнянь. Многовиди, тобто класи квазiгруп, що
визначаються тотожностями. Методом аналiзу тотожностей є розв’язання вiдповiдного
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функцiйного рiвняння, тобто рiвняння, яке отримуємо з даної тотожностi замiною кожної
появи функцiйного символу її функцiйною змiнною вiдповiдної арностi. Тому вивчення
функцiйних рiвнянь над квазiгрупами можна розглядати як синтезоване вивчення систем
тотожностей в квазiгрупах.

У цiй статтi дослiджуються функцiйнi рiвняння до довжини 4 на множинi оборотних
двомiсних функцiй; встановлюються взаємнi зв’язки мiж розв’язками функцiйних рiвнянь
одного класу парастрофної симетрiї та класифiкацiї квазiгрупових функцiйних рiвнянь i
тотожностей довжини 2 i 3 з точнiстю до парастрофно-первинної рiвносильностi, врахо-
вуючи основний закон парастрофної симетрiї.

Mетою даної статтi є дослiдження всiх класiв узагальнених бiнарних квазiгрупових
функцiйних рiвнянь довжини чотири з точнiстю до парастрофно-первинної рiвносильно-
стi, як наслiдок опис тотожностей та вiдповiдних многовидiв з точнiстю до рiвносильностi
та парастрофної рiвносильностi.

Завдання даного дослiдження: класифiкувати узагальненi функцiйнi рiвняння дов-
жини 4, розв’язати вiдповiднi представники кожного блока розбиття, визначити кiлькiсть
рiзних парастрофних многовидiв квазiгруп та вiдповiднi тотожностi довжини 2 та 3.

1. Основнi означення та результати
В роботi розглядаються бiнарнi операцiї, що визначенi на одному й тому ж носiєвi,

яку позначатимемо через 𝑄 . Операцiя 𝑓 називається лiвооборотною, якщо довiльний її
правий зсув є пiдстановкою базової множини. Iнакше кажучи, якщо рiвняння 𝑓(𝑥; 𝑎) = 𝑏
має єдиний розв’язок для всiх 𝑎 , 𝑏 iз 𝑄 . Розв’язок цього рiвняння позначають через
ℓ𝑓(𝑏; 𝑎) . Очевидно, що ℓ𝑓 є бiнарною операцiєю, яку називають лiвим дiленням (iнколи
спряженням) операцiї 𝑓 . Так само визначається праве дiлення 𝑟𝑓 операцiї 𝑓 . Iнакше цi
операцiї можна визначити тотожностями

𝑓(ℓ𝑓(𝑥; 𝑦); 𝑦) = 𝑥, ℓ𝑓(𝑓(𝑥; 𝑦); 𝑦) = 𝑥, 𝑓(𝑥; 𝑟𝑓(𝑥; 𝑦)) = 𝑦, 𝑟𝑓(𝑥; 𝑓(𝑥; 𝑦)) = 𝑦. (1)

Аналогiчно визначається правооборотна операцiя i праве дiлення (спряження) 𝑟𝑓 ,
для якого виконуються третя i четверта рiвностi iз (1).

Функцiя 𝑓 називається оборотною або квазiгруповою, якщо вона є правооборотною
i лiвооборотною. При цьому тотожностi (1) називаються визначальними або первинними,
а групоїд (𝑄; 𝑓) називається квазiгрупою.

Функцiя 𝜎𝑓 називається 𝜎 -парастрофом функцiї 𝑓 , якщо вона визначається таким
спiввiдношенням:

𝜎𝑓(𝑥1𝜎;𝑥2𝜎) = 𝑥3𝜎 ⇐⇒ 𝑓(𝑥1;𝑥2) = 𝑥3

для будь-якого 𝜎 ∈ 𝑆3 := {𝜄, 𝑠, ℓ, 𝑟, 𝑠ℓ, 𝑠𝑟} , де 𝑆3 – симетрична група третього порядку та
𝑠 := (12) , ℓ := (13) , 𝑟 := (23) .

Якщо операцiю позначити через 𝑓 , а довiльний елемент носiя позначити через 𝑎 , то
лiва, права та середня трансляцiї позначатимемо 𝐿𝑓

𝑎 , 𝑅
𝑓
𝑎 та 𝑀 𝑓

𝑎 вiдповiдно, тобто мають
мiсце такi позначення:

𝐿𝑓
𝑎(𝑥) := 𝑓(𝑎;𝑥), 𝑅𝑓

𝑎(𝑥) := 𝑓(𝑥; 𝑎), 𝑀 𝑓
𝑎 (𝑥) = 𝑦 ⇔ 𝑓(𝑥; 𝑦) = 𝑎. (2)

Операцiї 𝑓 , 𝑔 називаються ортогональними ( 𝑓 ⊥ 𝑔 ), якщо система{︂
𝑓(𝑥; 𝑦) = 𝑎,
𝑔(𝑥; 𝑦) = 𝑏
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має єдиний розв’язок для всiх 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑄 .
Нагадаємо, що лiве мнження ⊕

ℓ
i праве множення ⊕

𝑟
бiнарних операцiй визначається

такими рiвностями:

(𝑔 ⊕
ℓ
ℎ)(𝑥; 𝑦) := 𝑔(ℎ(𝑥; 𝑦); 𝑦), (𝑔 ⊕

𝑟
ℎ)(𝑥; 𝑦) := 𝑔(𝑥;ℎ(𝑥; 𝑦)).

Лема 1. ([6]) Нехай 𝑔 , ℎ – оборотнi операцiї, тодi виконуються таi рiвностi:

𝑔 ⊕
ℓ
ℎ є оборотною ⇔ 𝑔 ⊥ ℓℎ, 𝑔 ⊕

𝑟
ℎ є оборотною ⇔ 𝑔 ⊥ 𝑟ℎ.

Унiверсальна рiвнiсть двох термiв

(∀𝐹1)(∀𝐹2) . . . (∀𝐹𝑘)(∀𝑥1)(∀𝑥2) . . . (∀𝑥𝑛)(𝑇1 = 𝑇2) (3)

називається функцiйним рiвнянням на 𝑄 , якщо вона має принаймнi одну вiльну функцiй-
ну змiнну, iнакше вона є висловом i називається тотожнiстю, якщо цей вислiв iстиний
та протирiччям, якщо цей вислiв хибний.

Функцiйне рiвняння називається: чистим, якщо воно не має нi функцiйних, нi пре-
дметних сталих; узагальненим, якщо всi функцiйнi змiннi попарно рiзнi; нетривiальним,
якщо воно має розв’язки лише на одноелементнiй множинi; квазiгруповим, якщо воно
розглядається лише на оборотних функцiях; бiнарним, якщо всi функцiйнi змiннi є бiнар-
ними (двомiсними); квадратичним, якщо в рiвняннi кожна предметна змiнна має точно
двi появи; врiвноваженим, якщо кожна предметна змiнна має по рiзнi сторони рiвняння
однакову кiлькiсть появ кожної своєї незалежної предметної змiнної.

Значення лексикографiчної послiдовностi всiх вiльних функцiйних змiнних даного
функцiйного рiвняння називається його розв’язком, якщо рiвняння стає тотожнiстю пiсля
пiдстановки компонентiв розв’язку замiсть функцiйних змiнних.

Чисте функцiйне рiвняння можна розглядати на кожному носiєвi, причому на кожно-
му носiєвi воно має свою множину розв’язкiв. Розв’язком чистого функцiйного рiвняння є
пара: носiй i послiдовнiсть функцiй, що визначена на носiєвi. Тому всi розв’язки функцiй-
ного рiвняння утворюють алгебру. Клас називається многовидом, якщо вiн описується
тотожностями, тобто в цiй термiнологiї — многовид є розв’язком чистого функцiйного
рiвняння.

Формула (3) називається унiверсальною квазiгруповою рiвнiстю, якщо i функцiйнi
змiннi, i функцiйнi сталi є квазiгруповими операцiями.

Первиннi квазiгруповi гiпер-тотожностi — це чистi квазiгруповi тотожностi (чистi
функцiйнi рiвняння), якi випливають iз означення оборотних операцiй та їх парастрофiв.
Для бiнарного випадку цi тотожностi такi:

𝜎(𝜏𝐹 ) = 𝜎𝜏𝐹 , 𝑠𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝐹 (𝑦, 𝑥),

ℓ𝐹 (𝐹 (𝑥, 𝑦), 𝑦) = 𝑥, 𝐹 (ℓ𝐹 (𝑥, 𝑦), 𝑦) = 𝑥,

𝑟𝐹 (𝑥, 𝐹 (𝑥, 𝑦)) = 𝑦, 𝐹 (𝑥, 𝑟𝐹 (𝑥, 𝑦)) = 𝑦,

𝑠ℓ𝐹 (𝑥, 𝐹 (𝑦, 𝑥)) = 𝑦, 𝐹 (𝑠ℓ𝐹 (𝑥, 𝑦), 𝑥) = 𝑦,

𝑠𝑟𝐹 (𝐹 (𝑦, 𝑥), 𝑦) = 𝑥, 𝐹 (𝑦, 𝑠𝑟𝐹 (𝑥, 𝑦)) = 𝑥.

(4)
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Зауваження 1. Зауважимо, що переiменувавши предметнi змiннi у функцiйному рiв-
няннi, ми отримаємо рiзнi формули, якi є записами одного й того ж функцiйного рiвня-
ння, оскiльки всi предметнi змiннi у цих формулах зв’язанi кванторами загальностi.

Означення 1. Кажуть, що два функцiйнi рiвняння рiвносильнi на носiєвi, якщо вони
мають одну й ту ж множину розв’язкiв на даному носiєвi. Два чистих функцiйних
рiвняння називають рiвносильними, якщо вони рiвносильнi на кожному носiєвi, тобто
якщо в них один i той же многовид розв’язкiв.

Слiдуючи Саду [24], операцiю назвемо дiагональною, якщо 𝑓(𝑥;𝑥) є пiдстановкою но-
сiя. Бiнарну функцiйну змiнну назвемо дiагональною, якщо вона представляє дiагональнi
операцiї.

Два функцiйнi рiвняння називаються парастрофно-первинно-рiвносильними, якщо
одне з них можна отримати за скiнченну кiлькiсть таких крокiв:
1) застосування гiпер-тотожностей (4) [23];
2) замiна сторiн рiвняння;
3) переiменування предметних змiнних;
4) переiменування функцiйних змiнних.

Для скороченого запису парастрофно-первинну рiвносильнiсть позначатимемо зна-
ком ≍ .

Два функцiйнi рiвняння називаються дiагонально-парастрофними, якщо одне з них
можна отримати за скiнченну кiлькiсть таких крокiв 1)−4) та 5) замiна пiдтерма 𝐹 (𝑥;𝑥)
на пiдтерм 𝛿𝐹 (𝑥) , якщо 𝐹 є дiагональною функцiйною змiнною i навпаки.

Лема 2. (Р. Коваль [3, с. 54]) Якщо узагальненi функцiйнi рiвняння 𝜔 = 𝜐 i 𝜔
′

= 𝜐
′

вiд 𝑛 предметних змiнних та 𝑚 функцiйних змiнних є парастрофно-первинно-
рiвносильними, то iснують послiдовнiсть перестановок 𝜎1, . . . , 𝜎𝑚 множини {1, 2, 3}
та перестановки 𝜏 множини {1, . . . ,𝑚} такi, що для довiльної множини 𝑄 для до-
вiльного розв’язку (𝑓1, . . . , 𝑓𝑚) рiвняння 𝜔 = 𝜐 вибiрка (𝜎1𝜏𝑓1𝜏 , . . . ,

𝜎𝑚𝜏𝑓𝑚𝜏 ) є розв’язком
рiвняння 𝜔′ = 𝜐′ .

Лема 3. ([3]) Кожне функцiйне рiвняння зводиться комутуванням до рiвняння, в яко-
му довiльне пiдслово 𝜐1 · 𝜐2 задовольняє умову |𝜐1| 6 |𝜐2| , а пiдслово 𝑡1𝑡2 , — умову
𝑡1 4 𝑡2 , де 𝑡1 , 𝑡2 — предметнi змiннi.

Узагальненi функцiйнi рiвняння вiд двох функцiйних змiнних на бiнарних квазiгрупах
вивчали та розв’язували, виходячи iз застосування, рiзнi автори С. Крстич [22], А. Кра-
пєж [5], В. Д. Бiлоусов [7], Р. Коваль [3], Ф. М. Сохацький [7] та iншi. Зокрема, класи-
фiкацiєю таких рiвнянь на квазiгрупах займалися Р. Коваль [3] та А. Крапєж [20]. Вони
вивчали лише квадратичнi функцiйнi рiвняння. Р. Коваль в теоремi 2.2.2 (стор. 20 [3]) дала
повну класифiкацiю квадратичних узагальнених функцiйних рiвнянь вiд двох функцiй-
них змiнних з точнiстю до парастрофно-первинної рiвносильностi та виписала вiдповiдно
множини розв’язкiв отриманих рiвнянь (в її дисертацiї термiн “парастрофно-первинна рiв-
носильнiсть” називається “парастрофна рiвносильнiсть”, а термiн “узагальнене рiвняння”
називається “загальне рiвняння”).

Узагальненi функцiйнi рiвняння вiд трьох функцiйних змiнних дослiджував В. Д. Бi-
лоусов [7], зокрема вiн вивчав рiвняння в термах яких немає квадратiв i називав такi
рiвняння мiнiмальними нетривiальними тотожностями.
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Теорема 1. (В. Бiлоусов [7, c. 7]) Будь-яка мiнiмальна нетривiальна тотожнiсть в
квазiгруповiй алгебрi зводиться лише до одного вигляду:

𝐹1(𝑥;𝐹2(𝑥;𝐹3(𝑥; 𝑦)))) = 𝑦. (5)

З огляду на ортогональнiсть квазiгруп, в зв’язку з комбiнаторними питаннями, якi
виникли в результатi застосувань, В. Д. Бiлоусов почав iнтуїтивно вивчати функцiйнi
рiвняння, не визначаючи чiтких понять та означень. Питання, яке поставив Бiлоусов, було
вдосконалене та уточнене Ф. М. Сохацьким [7]. Як наслiдок, Р. Коваль [3] розглядала
узагальненi функцiйнi рiвняння на квазiгрупах, що мають три появи однiєї предметної
змiнної та двi появи iншої предметної змiнної. Всього таких класiв узагальнених рiвнянь
виявилося три.

Узагальненi квадратичнi функцiйнi рiвняння вiд чотирьох функцiйних змiнних та
трьох предметних змiнних дослiджувала Р. Коваль [3] та систематизував A. Крапєж [21].
Парастрофно-первинну нерiвносильнiсть отриманих рiвнянь A. Крапєж встановив за до-
помогою неiзоморфних графiв: функцiйнi рiвняння парастрофно-первинно рiвносильнi,
якщо вiдповiднi їм 3 -зв’язнi мультиграфи Крстича з чотирма вершинами та трьома ребра-
ми iзоморфнi. Всього таких рiвнянь з точнiстю до парастрофно-первинної рiвносильностi
виявилося точно п’ять. Сформулюємо в термiнах функцiйних рiвнянь теорему отриману
Р. Коваль та уточнену A. Крапєжем.

Теорема 2. (Р. Коваль [3, c. 20], А. Крапєж [21, c. 269]) Кожне чисте узагальне-
не бiнарне квазiгрупове нетривiальне квадратичне функцiйне рiвняння парастрофно-
первинно рiвносильне точно одному з рiвнянь:

𝐹1(𝐹2(𝑥; 𝑦); 𝑧) = 𝐹3(𝑥;𝐹4(𝑦; 𝑧)), (6)

𝐹1(𝑥;𝑥) = 𝐹2(𝐹3(𝑦; 𝑦);𝐹4(𝑧; 𝑧), (7)

𝐹1(𝐹2(𝑥; 𝑦); 𝑧) = 𝐹3(𝐹4(𝑥; 𝑦); 𝑧), (8)

𝐹1(𝑥;𝑥) = 𝐹2(𝐹3(𝑦; 𝑧);𝐹4(𝑦; 𝑧)), (9)

𝐹1(𝑥;𝑥) = 𝐹2(𝑦;𝐹3(𝑦;𝐹4(𝑧; 𝑧))). (10)

Перше рiвняння є вiдомим узагальненим рiвнянням асоцiативностi, його розв’язав
В. Д. Бiлоусов [5]. Теорема про його розв’язки має назву “теорема про чотири квазiгрупи”,
яка з повним доведенням опублiкована в [4]. Деякi удосконалення в розв’язках отримав
Ф. М. Сохацький [27]. Використовуючи методи теорiї графiв, рiвняння (10) знайшов i
розв’язав A. Крапєж [21]. Решту рiвнянь (7)–(9) знайшла i розв’язала на множинi бiнаних
квазiгруп Р. Коваль [12].

2. Класифiкацiя узагальнених рiвнянь
В цiй частинi статтi дослiджуються чистi узагальненi функцiйнi рiвняння до довжини

чотири та їх розв’язки на бiнарних квазiгрупових операцiях. Розглянемо таку класифiка-
цiю чистих узагальнених нетривiальних бiнарних квазiгупових функцiйних рiвнянь мiнi-
мальної довжини, коли в один блок розбиття попадають рiвняння, множини всiх розв’язкiв
яких виразимi одна через другу.

Означення 2. Якщо незалежна предметна змiнна має точнi двi появи у рiвняннi, то
таку предметну змiнну назвемо квадратичною.
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Отже, рiвняння є квадратичним, якщо кожна предметна змiнна є квадратичною.

Означення 3. Якщо у рiвняннi точно одна незалежна предметна змiнна має бiльше
двох появ, а iншi незалежнi предметнi змiннi – квадратичнi, то таке рiвняння назвемо
майже квадратичним.

Означення 4. Якщо у рiвняннi жодна предметна змiнна не є квадратичною, то таке
рiвняння назвемо антиквадратичним.

Наведенi нижче означення є уточненням описаних понять у докторськiй дисертацiї
Ф. М. Сохацького [8, с. 58] та у кандидатськiй дисертацiї Р. Ф. Коваль [3, с. 37].

Означення 5. Пiд функцiйною довжиною функцiйного рiвняння розумiємо натуральне
число, яке дорiвнює кiлькостi всiх функцiйних змiнних у рiвняннi, враховуючи повторе-
ння всiх функцiйних змiнних, як рiзнi функцiйнi змiннi.

Iншими словами, це сума функцiйної довжини термiв лiвої i правої частин функцiйного
рiвняння. Наприклад, рiвняння узагальненої асоцiативностi (6) є функцiйним рiвнянням
функцiйної довжини 4, бо кiлькiсть всiх функцiйних змiнних у цьому рiвняннi дорiвнює
чотирьом.

Означення 6. Пiд предметною довжиною функцiйного рiвняння розумiємо натураль-
не число, яке дорiвнює кiлькостi всiх появ предметних змiнних у рiвняннi, враховуючи
повторення всiх предметних змiнних, як рiзнi предметнi змiннi.

Точнiше, це сума предметної довжини термiв лiвої i правої частин рiвняння. Наприклад,
рiвняння узагальненої асоцiативностi (6) є функцiйним рiвнянням предметної довжини 6,
бо кiлькiсть рiзних незалежних предметних змiнних у цьому рiвняннi три, кожна з яких
має точно по двi появи.

Означення 7. Пiд предметним типом рiвняння вiд 𝑘 рiзних незалежних предметних
змiнних розумiємо послiдовнiсть натуральних чисел (𝑚1,𝑚2,. . .,𝑚𝑘) , де 𝑚𝑖 позначає
кiлькiсть появ у рiвняннi 𝑖 -ї незалежної предметної змiнної при їх розташуваннi у
лексикографiчному порядку.

Нехай 𝑄 — довiльна множина, тодi пара пiдстановок (𝜃, 𝜏) називається трансверса-
ллю оборотної операцiї 𝑓 , яка визначена на 𝑄 , якщо для ∀𝑥 ∈ 𝑄 виконується рiвнiсть
𝑓(𝑥, 𝜃𝑥) = 𝜏𝑥 . Операцiю 𝑓 називають допустимою, якщо вона має трансверсаль. Якщо
пара (𝜄, 𝜏) є трансверсаллю для деякої пiдстановки 𝜏 , то таку операцiю назвемо дiаго-
нальною.

Далi в текстi статтi всiх доведень i формулювань тверджень, теорем i наслiдкiв за-
мiсть слiв ‘функцiйне рiвняння функцiйної довжини’ будемо вживати ‘рiвняння функцiй-
ної довжини’, замiсть слiв ‘функцiйне рiвняння предметної довжини’ – ‘рiвняння предме-
тної довжини’ та замiсть слiв ‘функцiйне рiвняння предметного типу’ – ‘рiвняння типу’,
а пiд поняттям ‘узагальнене рiвняння’ розумiтимемо ‘чисте узагальнене бiнарне квазiгру-
пове нетривiальне функцiйне рiвняння’.
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3. Класифiкацiя та розв’язки рiвнянь до довжини три
Узагальненi рiвняння довжини один, два та три дослiджено в статтях [14], [16]. Врахо-

вуючи всi введенi означення сформулюємо повнi теореми про класифiкацiю таких рiвнянь.

Твердження 1. З точнiстю до парастрофно-первинної рiвносильностi узагальнене
функцiйне рiвняння функцiйної довжини 1 точно одне 𝐹 (𝑥;𝑥) = 𝑥 , pозв’язком його є
iдемпотентнi квазiгрупи i тiльки вони.

Теорема 3. ([16]) З точнiстю до парастрофно-первинної рiвносильностi iснує точно 3
узагальненi рiвняння функцiйної довжини 2 , якi мають розподiл на:
предметний тип (2; 2)

𝐹1(𝑥;𝑥) = 𝐹2(𝑦; 𝑦), (11)

𝐹1(𝑥; 𝑦) = 𝐹2(𝑥; 𝑦); (12)

предметний тип (4; 0)

𝐹1(𝑥;𝑥) = 𝐹2(𝑥;𝑥). (13)

Множини всiх розв’язкiв рiвнянь (11) i (12) виписано Р. Коваль [3]. Скориставшись
означенням дiагоналi, розв’язки рiвняння (13) подамо в такому очевидному твердженнi.

Твердження 2. Множиною всiх розв’язкiв рiвняння (13) є множина всiх пар квазiгру-
пових операцiй, в яких однаковi головнi дiагоналi в їх таблицях Келi.

Наслiдок 1. Iснує точно одне антиквадратичне узагальнене рiвняння функцiйної дов-
жини 2 з точнiстю до парастрофно-первинної рiвносильностi, наприклад (13).

Доведення випливає iз теореми 3. та означення 4.. 2

Нижче наведенi твердження є наслiдками з теореми 3. результатiв Р. Коваль [3] та
А. Крапєжа [5].

Наслiдок 2. Iснує точно два квадратичних узагальнених рiвнянь функцiйної довжини
2 з точнiстю до парастрофно-первинної рiвносильностi, наприклад (11), (12).

Наслiдок 3. Iснує точно одне квадратичне узагальнене рiвняння без квадратiв функцiй-
ної довжини 2 з точнiстю до парастрофно-первинної рiвносильностi, наприклад (12).

Теорема 4. ([16]) З точнiстю до парастрофно-первинної рiвносильностi iснує точно 4
узагальненi рiвняння функцiйної довжини 3 , якi мають розподiл на:
предметний тип (3; 2) — це рiвняння

𝐹1(𝑥;𝐹2(𝑥; 𝑦)) = 𝐹3(𝑥; 𝑦), (14)

𝐹1(𝐹2(𝑥;𝑥); 𝑦) = 𝐹3(𝑥; 𝑦), (15)

𝐹1(𝐹2(𝑥;𝑥);𝑥) = 𝐹3(𝑦; 𝑦); (16)

предметний тип (5; 0)

𝐹1(𝑥;𝐹2(𝑥;𝑥))) = 𝐹3(𝑥;𝑥). (17)
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Перше рiвняння (14) розв’язане В.Д. Бiлоусовим [8]. Розв’язування iнших трьох фун-
кцiйних рiвнянь (15), (16), (17) дослiджувала автор [14]. Квазiгруповi розв’язки рiв-
нянь (14)–(17) поданi в таких твердженнях.

Твердження 3. Трiйка оборотних бiнарних функцiй (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3) , що визначенi на мно-
жинi 𝑄 , є квазiгруповим розв’язком функцiйного рiвняння (14) тодi i тiльки тодi, коли
iснує оборотна операцiя 𝑔 така, що 𝑓1⊥𝑔 i виконуються такi спiввiдношення: 𝑓2 = 𝑟𝑔 ,
𝑓3 = 𝑓1 ⊕

𝑟

𝑟𝑔 , де (𝑓 ⊕
𝑟
ℎ)(𝑥, 𝑦) := 𝑓(𝑥, ℎ(𝑥, 𝑦)) .

Доведення. Нехай трiйка оборотних функцiй (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3) , що визначенi на множинi 𝑄 , є
розв’язком функцiйного рiвняння (14), тобто виконується тотожнiсть 𝑓1(𝑥; 𝑟𝑔(𝑥; 𝑦)) = 𝑓3(𝑥; 𝑦) ,
де 𝑔 := 𝑟𝑓2 , тобто 𝑓2 = 𝑟𝑔 . За лемою 1. маємо 𝑓1⊥𝑔 .

Навпаки, згiдно з лемою 1.,(︂
𝑓1 ⊕

𝑟

𝑟𝑔

)︂
(𝑥; 𝑦) = 𝑓1(𝑥; 𝑟𝑔(𝑥; 𝑦)) = 𝑓1(𝑥; 𝑓2(𝑥; 𝑦)).

Оскiльки 𝑓1⊥𝑔 , то згiдно з лемою 1. операцiя 𝑓3 є оборотною. 2

Твердження 4. Трiйка оборотних бiнарних функцiй (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3) , що визначенi на мно-
жинi 𝑄 , є квазiгруповим розв’язком функцiйного рiвняння (15) тодi i тiльки тодi, коли
iснує пiдстановка 𝛼 та iдемпотентна квазiгрупа 𝑔 такi, що виконуються спiввiдноше-
ння:

𝑓3(𝑥; 𝑦) = 𝑓1(𝛼𝑥; 𝑦), 𝑓2(𝑥; 𝑦) = 𝑔(𝛼𝑥;𝛼𝑦).

Доведення. Нехай трiйка оборотних функцiй (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3) , що визначенi на множинi 𝑄 ,
є розв’язком функцiйного рiвняння (15), тобто виконується 𝑓1(𝑓2(𝑥;𝑥); 𝑦) = 𝑓3(𝑥; 𝑦) .
Звiдси 𝑓2(𝑥;𝑥) = ℓ𝑓1(𝑓3(𝑥; 𝑦), 𝑦) . Пiдставимо 𝑦 := 𝑎 ∈ 𝑄 , тому 𝑓2(𝑥;𝑥) = 𝛼𝑥 , де
𝛼𝑥 := ℓ𝑓1(𝑓3(𝑥; 𝑎), 𝑎) . Перетворення 𝛼 є пiдстановкою множини 𝑄 , оскiльки 𝛼 є ком-
позицiєю трансляцiй оборотних функцiй ℓ𝑓1 i 𝑓3 . Пiдставивши 𝛼𝑥 замiсть 𝑓2(𝑥;𝑥) ,
отримаємо першу рiвнiсть iз умови твердження. Визначимо операцiю 𝑔 , поклавши
𝑔(𝑥; 𝑦) := 𝑓2(𝛼

−1𝑥;𝛼−1𝑦) , звiдси маємо другу рiвнiсть iз умови твердження.
Навпаки, нехай виконуються спiввiдношення теореми, тодi з iдемпотентностi операцiї

𝑔 випливає рiвнiсть 𝑓2(𝑥, 𝑥) = 𝑔(𝛼𝑥, 𝛼𝑥) = 𝛼𝑥 , тому

𝑓3(𝑥, 𝑦) = 𝑓1(𝛼𝑥; 𝑦) = 𝑓1(𝑓2(𝑥;𝑥); 𝑦).

2

Твердження 5. Трiйка оборотних функцiй (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3) , якi визначенi на множинi 𝑄 ,
є квазiгруповим розв’язком узагальненого рiвняння (16) тодi i тiльки тодi, коли iснує
елемент 𝑒 ∈ 𝑄 , пiдстановка 𝛼 множини 𝑄 , оборотна операцiя ℎ та iдемпотентна
оборотна функцiя 𝑔 такi, що операцiї 𝑓3, ℎ — унiпотентнi i 𝑒 є їх спiльним унiпотен-
тним елементом, а також виконуються спiввiдношення:

𝑓1(𝑥; 𝑦) = ℎ(𝛼−1𝑥, 𝑦), 𝑓2(𝑥; 𝑦) = 𝑔(𝛼𝑥, 𝛼𝑦). (18)

Доведення. Нехай трiйка оборотних функцiй (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3) , що визначенi на множинi 𝑄 , є
розв’язком функцiйного рiвняння (16), тобто виконується тотожнiсть

𝑓1(𝑓2(𝑥;𝑥);𝑥) = 𝑓3(𝑦; 𝑦). (19)
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Нехай 𝑎 — довiльний елемент носiя. Введемо такi позначення:

𝑒 := 𝑓3(𝑎, 𝑎), 𝑔(𝑥, 𝑦) := 𝑓2(𝛼
−1𝑥, 𝛼−1𝑦), 𝛼𝑥 := ℓ𝑓1(𝑒, 𝑥), ℎ(𝑥, 𝑦) := 𝑓1(𝛼𝑥, 𝑦).

Покладемо в (19) 𝑦 = 𝑎 :

𝑓1(𝑓2(𝑥;𝑥);𝑥) = 𝑒, звiдси 𝑓2(𝑥;𝑥) = ℓ𝑓1(𝑒, 𝑥) = 𝛼𝑥.

Перетворення 𝛼 є пiдстановкою носiя, позаяк 𝛼 є зсувом оборотної функцiї. З отриманої
рiвностi маємо 𝑥 = 𝑓2(𝛼

−1𝑥, 𝛼−1𝑦) = 𝑔(𝑥, 𝑥) . З означення випливає, що операцiя 𝑔 є
iзотопом оборотної операцiї, тому 𝑔 — оборотна iдемпотентна операцiя.

Лiва частина рiвностi (19) дорiвнює 𝑒 , тому операцiя 𝑓3 є унiпотентною, тобто 𝑒 є
середнiм нейтральним елементом для операцiї 𝑓3 .

З рiвностi 𝛼𝑥 := ℓ𝑓1(𝑒, 𝑥) випливає рiвнiсть 𝑓1(𝛼𝑥, 𝑥) = 𝑒 , тобто ℎ унiпотентна.
Навпаки, нехай виконуються умови теореми, тодi

𝑓1(𝑓2(𝑥, 𝑥), 𝑥) = 𝑓1(𝑔(𝛼𝑥, 𝛼𝑥), 𝑥) = 𝑓1(𝛼𝑥, 𝑥) = ℎ(𝛼−1𝛼𝑥, 𝑥) = ℎ(𝑥, 𝑥) = 𝑒 = 𝑓3(𝑦, 𝑦).

2

Твердження 6. Трiйка дiагональних функцiй (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3) є розв’язком функцiйного рiв-
няння типу (5; 0) тодi i тiльки тодi, коли пара (𝛿2; 𝛿3) є трансверсаллю операцiї 𝑓1 , де
𝛿2(𝑥) := 𝑓2(𝑥, 𝑥) , 𝛿3(𝑥) := 𝑓3(𝑥, 𝑥) .

Доведення. Згiдно з означенням, трiйка операцiй (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3) є розв’язком функцiйного
рiвняння (17) тодi i тiльки тодi, коли виконується тотожнiсть 𝑓1(𝑥; 𝑓2(𝑥;𝑥))) = 𝑓3(𝑥;𝑥) .
Згiдно з позначеннями ця рiвнiсть рiвносильна рiвностi 𝑓1(𝑥; 𝛿2(𝑥))) = 𝛿3(𝑥) . Дiагональ-
нiсть операцiй 𝑓2 i 𝑓3 означає, що i 𝛿2 i 𝛿3 є пiдстановками множини 𝑄 . Тому виконання
рiвностi означає, що пара (𝛿2; 𝛿3) є трансверсаллю операцiї 𝑓1 . 2

Наслiдок 4. Iснує точно одне антиквадратичне узагальнене рiвняння функцiйної дов-
жини 3 з точнiстю до парастрофно-первинної рiвносильностi, наприклад (17).

Доведення випливає з теореми 4. i означення 4. 2

Результат Р. Коваль [3], а саме теорему 2., можна сформулювати як наслiдок, що
випливає з теореми 4.

Наслiдок 5. Iснує точно три майже квадратичних узагальнених рiвнянь функцiйної
довжини 3 з точнiстю до парастрофно-первинної рiвносильностi, наприклад (14), (15) i
(16).

Теорема 1., отримана В. Д. Бiлоусовим [7], подана нижче як наслiдок з теореми 4. та
наслiдку 5. i сформульована в новiй редакцiї.

Наслiдок 6. Iснує точно одне майже квадратичне узагальнене рiвняння без квадратiв
функцiйної довжини 2 з точнiстю до парастрофно-первинної рiвносильностi, наприклад
(14).
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4. Леми для класифiкацiї рiвнянь довжини чотири
В цiй частинi статтi дослiджуються узагальненi рiвняння функцiйної довжини 4 , їх

повна класифiкацiя з точнiстю до парастрофно-первинної рiвносильностi та розв’язування
рiвнянь на множинi бiнарних квазiгруп.

Часткову класифiкацiю таких рiвнянь вивчали Коваль, Сохацький та Крапєж. Ко-
валь дала класифiкацiю рiвнянь, якi тут названi рiвняннями типу (2; 2; 2) , проте вона
дослiдила не всi рiвняння цього типу, лише чотири класи та навела множини розв’язкiв
представникiв цих класiв. Уточнену класифiкацiю лише квадратичних рiвнянь функцiйної
довжини 4 дав Крапєж, користуючись описанням iзоморфних графiв. Вiн встановив, що
таких рiвнянь точно п’ять i видiлив представника п’ятого класу та знайшов множину його
розв’язкiв на бiнарних квазiгрупах. Проте його метод застосовний лише для квадратичних
функцiйних рiвнянь.

Певнi класи неквадратичних рiвнянь видiлила Коваль. Тут цi рiвняння названi рiв-
няннями предметних типiв (4; 2; 0) та (3; 3; 0) . Повну класифiкацiю узагальнених рiвнянь
типу (4; 2; 0) отримано [14], а класифiкацiю узагальнених рiвнянь типу (3; 3; 0) автором
у статтях [15], [17].

Тут не лише дана повна класифiкацiя рiвнянь функцiйної довжини 4 за вiдноше-
нням парастрофно-первинної рiвносильностi, а i класифiковано їх за предметними ти-
пами, зокрема встановлена їх парастрофно-первинна нерiвносильнiсть. До того ж, з ко-
жного отриманого блока розбиття видiлено представника та знайдено множину всiх його
розв’язкiв на оборотних функцiях довiльної множини.

Лема 4. Якщо у функцiйних рiвняннях рiзна кiлькiсть рiзних незалежних предметних
змiнних, то такi рiвняння парастрофно-первинно-нерiвносильнi.

Доведення. Iстиннiсть цiєї леми випливає з означення про парастрофно-первиннi пере-
творення. Як i перейменування предметних змiнних, так i перейменування функцiйних
змiнних не змiнює кiлькостi рiзних незалежних предметних змiнних. Перетворення кому-
тування теж залишає на мiсцi цю кiлькiсть. Парастрофнi перетворення дiлення як лiвого,
так i правого збiльшують кiлькiсть появ предметних змiнних, а кiлькiсть рiзних предме-
тних змiнних залишається сталою. 2

Лема 5. Квазiгруповi нетривiальнi функцiйнi рiвняння функцiйної довжини 4 iснують
лише чотирьох типiв: (2; 2; 2) , (4; 2; 0) , (3; 3; 0) , (6; 0; 0) .

Доведення. Оскiльки всi функцiйнi змiннi в рiвняннi бiнарнi, то кiлькiсть предметних
змiнних дорiвнює 6, враховуючи їх повторення. Оскiльки рiвняння квазiгрупове i нетривi-
альне, то кожна предметна змiнна повторюється принаймнi два рази, тому таке рiвняння
має не бiльше, нiж три рiзнi предметнi змiннi, тобто предметний тип має вигляд (𝑎, 𝑏, 𝑐) ,
де 𝑎, 𝑏, 𝑐 > 1 i 𝑎+𝑏+𝑐 = 6 . Занумеруємо предметнi змiннi так, що змiннi лексикографiчно-
го порядку мають незростаючу кiлькiсть появ. Тому досить розглядати лише функцiйнi
рiвняння iз змiнними 𝑥 , 𝑦 , 𝑧 , в яких 𝑥 має 𝑎 появ, 𝑦 — 𝑏 появ, а 𝑧 — 𝑐 появ, тобто
лише рiвняння типiв (𝑎, 𝑏, 𝑐) , де 𝑎 > 𝑏 > 𝑐 > 2 i 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 6 . Цi умови задовольняють
лише такi вибiрки: (2; 2; 2) , (4; 2; 0) , (3; 3; 0) , (6; 0; 0) . 2

Лема 6. З точнiстю до парастрофно-первинної рiвносильностi iснує принаймнi 19 уза-
гальнених рiвнянь функцiйної довжини 4 , якi мають розподiл на:
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— предметний тип (2; 2; 2) — це рiвняння: (6)–(10);
— предметний тип (4; 2; 0) — це рiвняння:

𝐹1(𝑥; 𝑦) = 𝐹2(𝑥;𝐹3(𝑥;𝐹4(𝑥; 𝑦))), (20)

𝐹1(𝑦; 𝑦) = 𝐹2(𝐹3(𝑥;𝑥);𝐹4(𝑥;𝑥)), (21)

𝐹1(𝑥;𝑥) = 𝐹2(𝑦;𝐹3(𝑦;𝐹4(𝑥;𝑥))), (22)

𝐹1(𝑦; 𝑦) = 𝐹2(𝑥;𝐹3(𝑥;𝐹4(𝑥;𝑥))), (23)

𝐹1(𝑥;𝑥) = 𝐹2(𝐹3(𝑥; 𝑦);𝐹4(𝑥; 𝑦)), (24)

𝐹1(𝑥;𝑥) = 𝐹2(𝑥;𝐹3(𝑦;𝐹4(𝑥; 𝑦))); (25)

— предметний тип (3; 3; 0) — це рiвняння:

𝐹1(𝑥; 𝑦) = 𝐹2(𝐹3(𝑥; 𝑦);𝐹4(𝑥; 𝑦)), (26)

𝐹1(𝑥;𝐹2(𝑥; 𝑦)) = 𝐹3(𝐹4(𝑥; 𝑦); 𝑦), (27)

𝐹1(𝑥;𝐹2(𝑦; 𝑦)) = 𝐹3(𝑥;𝐹4(𝑥; 𝑦)), (28)

𝐹1(𝑥; 𝑦) = 𝐹2(𝐹3(𝑥;𝑥);𝐹4(𝑦; 𝑦)), (29)

𝐹1(𝑥;𝐹2(𝑥;𝑥)) = 𝐹3(𝑦;𝐹4(𝑦; 𝑦)), (30)

𝐹1(𝑥;𝐹2(𝑦; 𝑦)) = 𝐹3(𝑦;𝐹4(𝑥;𝑥)); (31)

— предметний тип (6; 0; 0) — це рiвняння:

𝐹1(𝑥;𝐹2(𝑥;𝑥)) = 𝐹3(𝑥;𝐹4(𝑥;𝑥)), (32)

𝐹1(𝑥;𝑥) = 𝐹2(𝐹3(𝑥;𝑥);𝐹4(𝑥;𝑥)). (33)

Доведення. З точнiстю до комутування, всi узагальненi рiвняння функцiйної довжини 4
можна подiлити за довжиною пiдтермiв. Оскiльки рiвняння бiнарнi, то згiдно з означен-
ням 6. предметна довжина такого рiвняння є 6. Оскiльки предметна довжина рiвняння –
це сума довжин лiвої i правої частини рiвняння, то враховуючи лему 3., всi такi рiвняння
за довжиною можна подiлити на три види: 1 = 5 , 2 = 4 , 3 = 3 , де 𝑚 = 𝑛 означає, 𝑚 –
предметна довжина терма лiвої частини, а 𝑛 – предметна довжина терма правої частини
рiвняння. Вид 1 = 5 може мати вигляди 1 = 1 + 4 та 1 = 2 + 3 . Перший подiлимо
зовнi на одиничний пiдтерм, а другий на терм довжини два, в результатi отримаємо вид
2 = 4 та вид 3 = 3 вiдповiдно. Вид 2 = 4 може бути такого вигляду 2 = 1 + (1 + 2) або
2 = 2 + 2 . У першому випадку зовнiшнiм дiленням на терм довжини один, отримаємо вид
3 = 3 , який має вигляд 1 + 2 = 1 + 2 . Отже, всi узагальненi рiвняння досить розглянути
за розташуванням дужок таких форм:

𝐴) 2 = 2 + 2, 𝐵) 2 = 1 + (1 + 2).

В межах даного доведення, всi функцiйнi змiннi позначаємо одним i тим самим сим-
волом (·) i вважаємо, що рiзнi появи цього символу позначають рiзнi функцiйнi змiннi,
оскiльки в загальному рiвняннi всi функцiйнi змiннi є попарно рiзними. Iнколи (·) опу-
скаємо, наприклад, за цих позначень рiвняння (20) мають вигляд: 𝑥𝑦 = 𝑥 · (𝑥 · 𝑥𝑦) .
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Всi рiвняння предметної довжини 6 можуть мати одну, двi, або три рiзних незале-
жних предметних змiнних, кожна з яких має не менше двi появи. За означенням 7. —
якщо рiвняння мають одну незалежну предметну змiнну, то їх тип — (6; 0; 0) , якщо —
двi незалежних предметних змiнних, то тип таких рiвнянь може бути (4; 2; 0) та (3; 3; 0) .
Якщо рiвняння мають три рiзних незалежних предметних змiнних, то тип рiвняння —
(2; 2; 2) .

Враховуючи рiзнi розташування дужок та зовнiшнє дiлення термiв, маємо, що рiв-
няння типу (6; 0; 0) з точнiстю до парастрофно-первинної рiвносильностi можуть мати
принаймнi один iз виглядiв (32) та (33).

Рiвняння предметного типу (4; 2; 0) класифiковано в статтi [14], як результат отри-
мано рiвняння (20)–(25).

Класифiкацiю узагальнених рiвнянь предметного типу (3; 3; 0) дослiджено автором в
статтях [15, 17], як результат отримано рiвняння (26)–(31).

Узагальнених рiвнянь предметного типу (2; 2; 2) iснує п’ять, згiдно з теоремою 2., а
саме рiвняння (6)–(10). 2

5. Розв’язки рiвнянь довжини чотири
Згiдно з лемою 6., рiзних узагальнених функцiйних рiвнянь типу (4; 2; 0) є принаймнi

шiсть. Їх розв’язки отримано [14].
Квазiгруповi розв’язки узагальнених функцiйних рiвнянь (26)–(31) на множинi бiнар-

них квазiгрупових операцiй знайдено автором в [17].
В поданому нижче твердженнi дано квазiгруповий розв’язок одного з рiвнянь типу

(3; 3; 0) .

Твердження 7. [17] Четвiрка (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4) оборотних бiнарних функцiй є квазiгрупо-
вим розв’язком (31), тодi i тiльки тодi, коли функцiї 𝑓2 , 𝑓4 дiагональнi та виконуються
спiввiдношення:

𝑓1(𝑥; 𝑦) = 𝑓3
(︀
𝛿−1
𝑓2

(𝑦); 𝛿𝑓4(𝑥)
)︀
. (34)

Розглянемо рiвняння

𝐹1(𝐹3(𝑥;𝑥); 𝑦) = 𝐹2(𝑥;𝐹4(𝑦; 𝑦)), (35)

яке парастрофно-первинно-рiвносильне рiвнянню (31). Справдi, за комутування пiдтер-
мiв, змiною частин рiвняння мiсцями та перейменуванням функцiйних змiнних, рiвняння
(31)≍ (35). З твердження 7. випливає такий наслiдок.

Наслiдок 7. Четвiрка оборотних операцiй (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4) , що визначенi на множинi 𝑄 ,
є розв’язком рiвняння (35) тодi i тiльки тодi, коли iснують пiдстановки 𝛾 , 𝛿 множини
𝑄 такi, шо

𝑓1(𝑥; 𝑦) = 𝑓2(𝛾
−1(𝑥); 𝛿(𝑦)), 𝑓3(𝑥;𝑥) = 𝛾(𝑥), 𝑓4(𝑦; 𝑦) = 𝛿(𝑦).

Нижче розв’язано функцiйнi рiвняння типу (6; 0; 0) на множинi дiагональних оборо-
тних операцiй.

Твердження 8. Четвiрка оборотних функцiй (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4) є розв’язком рiвняння (32)
тодi i тiльки тодi, коли функцiї 𝑓2 , 𝑓4 дiагональнi; iснують пiдстановки 𝛼 , 𝛽 носiя,

Крайнiчук Галина 15



ISSN 1817-2237. Вiсник ДонНУ. Сер. А: Природничi науки. - 2018.- № 1-2

iдемпотентнi оборотнi операцiї 𝑔2 , 𝑔4 та оборотнi — 𝑔1 , 𝑔3 iз однаковими головними
дiагоналями такi, що

𝑓1(𝑥; 𝑦) = 𝑔1(𝑥, 𝛼
−1𝑦), 𝑓2(𝑥; 𝑦) = 𝑔2(𝛼𝑥, 𝛼𝑦),

𝑓3(𝑥; 𝑦) = 𝑔1(𝑥, 𝛽
−1𝑦), 𝑓4(𝑥; 𝑦) = 𝑔4(𝛽𝑥, 𝛽𝑦).

(36)

Доведення. Нехай четвiрка оборотних функцiй (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4) є розв’язком рiвняння (32)
i функцiї 𝑓2 i 𝑓4 дiагональнi. Дiагональнiсть означає iснування пiдстановок 𝛼 , 𝛽 носiя
таких, що 𝑓2(𝑥;𝑥) = 𝛼𝑥 , 𝑓4(𝑦, 𝑦) = 𝛽𝑦 . Замiнимо в цих рiвностях 𝑥 на 𝛼−1𝑥 та 𝑦 на
𝛽−1𝑦 , в результатi матимемо: 𝑓2(𝛼

−1𝑥;𝛼−1𝑥) = 𝑥 , 𝑓4(𝛽
−1𝑦, 𝛽−1𝑦) = 𝑦 . Це означає, що

операцiї, якi визначенi рiвностями

𝑔2(𝑥; 𝑦) := 𝑓2(𝛼
−1𝑥;𝛼−1𝑦), 𝑔2(𝑥; 𝑦) := 𝑓4(𝛽

−1𝑥, 𝛽−1𝑦),

є оборотними та iдемпотентними, а з їх означення випливають двi рiвностi iз (36). Знайденi
значення для 𝑓2 𝑓4 пiдставимо в (32):

𝑓1(𝑥, 𝑔2(𝛼𝑥, 𝛼𝑥)) = 𝑓3(𝑥, 𝑔4(𝛽𝑥, 𝛽𝑥)).

Оскiльки операцiї 𝑔2 , 𝑔4 iдемпотентнi, то дана рiвнiсть рiвносильна рiвностi

𝑓1(𝑥, 𝛼𝑥) = 𝑓3(𝑥, 𝛽𝑥).

А ця рiвнiсть означає, що операцiї, якi визначенi спiввiдношеннями

𝑔1(𝑥, 𝑦) := 𝑓1(𝑥, 𝛼𝑦), 𝑔3(𝑥, 𝑦) := 𝑓3(𝑥, 𝛽𝑦)

мають однаковi дiагоналi. Звiдси й випливають двi iншi рiвностi з (36).
Навпаки, нехай виконуються умови теореми, тодi

𝑓1(𝑥, 𝑓2(𝑥, 𝑥)) = 𝑔1(𝑥, 𝛼
−1𝑔2(𝛼𝑥, 𝛼𝑥)) = 𝑔1(𝑥, 𝛼

−1𝛼𝑥) = 𝑔1(𝑥, 𝑥) =

= 𝑔2(𝑥, 𝑥) = 𝑔2(𝑥, 𝛽
−1𝛽𝑥) = 𝑔2(𝑥, 𝛽

−1𝑔4(𝛽𝑥, 𝛽𝑥)) = 𝑓3(𝑥, 𝑓4(𝑥, 𝑥)).

Отже, четвiрка оборотних функцiй (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4) є розв’язком рiвняння (32) i функцiї 𝑓2 ,
𝑓4 дiагональнi. 2

Твердження 9. Четвiрка оборотних функцiй (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4) є розв’язком рiвняння (33)
тодi i тiльки тодi, коли функцiї 𝑓1 , 𝑓3 , 𝑓4 дiагональнi; iснують пiдстановки 𝛾𝑖 ,
𝑖 = 1, 3, 4 , носiя та iдемпотентнi оборотнi операцiї 𝑔1 , 𝑔2 , 𝑔3 , 𝑔4 такi, що викону-
ються спiввiдношення:

𝑓𝑖(𝑥; 𝑦) = 𝑔𝑖(𝛾𝑖𝑥, 𝛾𝑖𝑦), 𝑖 = 1, 3, 4;

𝑓2(𝑥; 𝑦) = 𝑔2(𝛾1𝛾
−1
3 𝑥, 𝛾1𝛾

−1
4 𝑦).

(37)

Доведення. Нехай четвiрка оборотних функцiй (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4) є розв’язком рiвняння (33) i
функцiї 𝑓1 , 𝑓3 , 𝑓4 дiагональнi, тобто виконується тотожнiсть

𝑓1(𝑥, 𝑥) = 𝑓2(𝑓3(𝑥, 𝑥), 𝑓4(𝑥, 𝑥)) (38)

та iснують пiдстановки 𝛾𝑖 , 𝑖 = 1, 3, 4 , носiя такi, що 𝑓𝑖(𝑥, 𝑥) = 𝛾𝑖𝑥 , де 𝑖 = 1, 3, 4 . Замiнимо
в останнiй рiвностi 𝑥 на 𝛾−1

𝑖 𝑥 : 𝑓𝑖(𝛾
−1
𝑖 𝑥, 𝛾−1

𝑖 𝑥) = 𝑥 , 𝑖 = 1, 3, 4 . Це означає, що операцiї,
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якi визначенi рiвностями 𝑔𝑖(𝑥, 𝑦) := 𝑓𝑖(𝛾
−1
𝑖 𝑥, 𝛾−1

𝑖 𝑥), 𝑖 = 1, 3, 4 iдемпотентнi та оборотнi.
Очевидно, що з цих рiвностей випливають три рiвностi iз (37). Знайденi значення для 𝑓1 ,
𝑓3 , 𝑓4 пiдставимо в (38):

𝑔1(𝛾1𝑥, 𝛾1𝑥) = 𝑓2(𝑔3(𝛾3𝑥, 𝛾3𝑥), 𝑔4(𝛾4𝑥, 𝛾4𝑥)).

Позаяк операцiї 𝑔1 , 𝑔3 , 𝑔4 iдемпотентнi, то дана рiвнiсть рiвносильна 𝛾1𝑥 = 𝑓2(𝛾3𝑥, 𝛾4𝑥) .
Замiнивши 𝑥 на 𝛾−1

1 𝑥 , маємо iдемпотентнiсть операцiї, яка визначена такою рiвнiстю
𝑔2(𝑥, 𝑦) := 𝑓2(𝛾3𝛾

−1
1 𝑥, 𝛾4𝛾

−1
1 𝑦) . З цiєї рiвностi випливає четверта рiвнiсть iз (37).

Навпаки, нехай виконуються спiввiдношення (37) для деяких пiдстановок 𝛾1 , 𝛾3 , 𝛾4
носiя i для деяких iдемпотентних оборотних операцiй 𝑔1 , 𝑔2 , 𝑔3 , 𝑔4 , тодi

𝑓1(𝑥;𝑥) = 𝑔1(𝛾1𝑥, 𝛾1𝑥) = 𝛾1𝑥 = 𝑔2(𝛾1𝑥, 𝛾1𝑥) = 𝑓2(𝛾3𝛾
−1
1 𝛾1𝑥, 𝛾4𝛾

−1
1 𝛾1𝑥) =

= 𝑓2(𝛾3𝑥, 𝛾4𝑥) = 𝑓2(𝑔3(𝛾3𝑥, 𝛾3𝑥), 𝑔4(𝛾4𝑥, 𝛾4𝑥)) =
= 𝑓2(𝑓3(𝑥;𝑥); 𝑓4(𝑥;𝑥)).

Отже, четвiрка (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4) є розв’язком рiвняння (33) i функцiї 𝑓1 , 𝑓3 , 𝑓4 дiагональнi,
позаяк функцiї 𝑔1 , 𝑔3 , 𝑔4 iдемпотентнi. 2

6. Повна класифiкацiя рiвнянь довжини 4
В цiй частинi статтi наведено теорему про повну класифiкацiю узагальнених рiвнянь

довжини 4, доведення якої складається з декiлькох частин. Перша частина доведення
викладена в лемi 6., друга частина наведена тут пiсля формулювання теореми i стосується
попарної парастрофно-первинної нерiвносильностi отриманих рiвнянь в лемi 6..

Теорема 5. З точнiстю до парастрофно-первинної рiвносильностi узагальнених рiвнянь
функцiйної довжини 4 iснує точно 19:
— предметного типу (2; 2; 2) — це рiвняння (6)–(10);
— предметного типу (4; 2; 0) — це рiвняння (20)–(25);
— предметного типу (3; 3; 0) — це рiвняння (26)–(31);
— предметного типу (6; 0; 0) — це рiвняння (32)–(33).

Доведення. Згiдно з лемою 6. кожне функцiйне рiвняння довжини 4 парастрофно-
первинно-рiвносильне принаймнi одному iз рiвнянь списку (6)–(10), (20)–(33), якi роз-
придiленi за предметними типами.

Попарна парастрофно-первинна нерiвносильнiсть рiвнянь типу (2; 2; 2) , тобто рiвнянь
(6)–(10) доведена в теоремi 2.. Кожне з цих рiвнянь має три предметних змiнних, а iншi
рiвняння iз цього списку мають двi i одну предметну змiнну вiдповiдно. Тому, згiдно з ле-
мою 4., кожне з рiвнянь (6)–(10) парастрофно-первинно-нерiвносильне кожному з рiвнянь
(20)–(33).

Рiвняння (32) та (33) мають одну змiнну, а рiвняння (20)–(31) мають двi предметних
змiнних, тому, згiдно з лемою 4., i (32), i (33) парастрофно-первинно-нерiвносильнi кожно-
му з рiвнянь (20)–(31).

Доведемо парастрофно-первинну нерiвносильнiсть рiвнянь (32) i (33). Кожне рiвня-
ння, яке парастрофно-первинно-рiвносильне рiвнянню (32) з точнiстю до перестановки
пiдтермiв, має один iз таких видiв:

1 + 2 = 1 + 2, 2 = 1 + (1 + 2), 1 = 1 + (1 + (1 + 2)). (39)

Ця множина таких рiвнянь iнварiантна вiдносно всiх можливих парастрофно-первинних
перетворень. Справдi, застосування внутрiшнього дiлення до рiвняння (32) неможливе,
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оскiльки це перетворення передбачає наявнiсть у рiвняннi принаймнi двох рiзних предме-
тних змiнних. Перейменування предметних, функцiйних змiнних i перестановка сторiн
рiвняння не змiнює його виду з точнiстю до комутування. Результатом зовнiшнього дiле-
ння на пiдтерм будь-якого рiвняння одного iз цих видiв є також рiвняння одного iз цих
видiв. Отже, будь-яке рiвняння, яке парастрофно-первинно-рiвносильне рiвнянню (32) має
з точнiстю до перестановки пiдтермiв один iз видiв (39). Рiвняння (33) має вид 2 = 2 + 2 ,
тому воно парастрофно-первинно-нерiвносильне рiвнянню (32).

Рiвняння (20)–(31) розподiленi за двома типами (4; 2; 0) та (3; 3; 0) . Доведення їх
попарної парастрофно-первинної нерiвносильнiсть розiб’ємо на три етапи: спочатку для
рiвнянь типу (4; 2; 0) , потiм — для рiвнянь типу (3; 3; 0) , а потiм доведемо для рiвнянь,
якi мають рiзний тип.

Розглянемо рiвняння типу (4; 2; 0) . Згiдно з лемою 6., це рiвняння (20)–(25).
Парастрофно-первинну нерiвносильнiсть цих рiвнянь встановлено в [14].

Розглянемо парастрофно-первинну нерiвносильнiсть рiвнянь типу (3; 3; 0) . Згiдно з
лемою 6., досить довести парастрофно-первинну нерiвносильнiсть рiвнянь (26)–(31). У
статтi [17] доведена дiагональна парастрофно-первинна нерiвносильнiсть (26)–(31), де два
рiвняння дiагонально-рiвносильнi, а саме (29) i (31). Проте цi рiвняння парастрофно-
первинно-нерiвносильнi. Для початку покажемо, що (29) i (31) дiагонально парастрофно-
первинно-рiвносильнi. Справдi, (29) можна записати так:

𝐹1(𝑥; 𝑦) = 𝑠𝐹2(𝛿𝐹4(𝑦), 𝐹3(𝑥;𝑥)), 𝐹1(𝑥; 𝛿−1
𝐹4

(𝑦)) = 𝑠𝐹2(𝑦, 𝐹3(𝑥;𝑥)).

Позначимо 𝐹 ′
2(𝑦; 𝑦) := 𝛿−1

𝐹4
(𝑦) , 𝐹 ′

3 := 𝑠𝐹2 , 𝐹 ′
4 = 𝐹3 , як результат отримуємо

𝐹1(𝑥;𝐹 ′
2(𝑦; 𝑦)) = 𝐹 ′

3(𝑦, 𝐹
′
4(𝑥;𝑥)) , що збiгається з (31).

Проте цi рiвняння (29) i (31) парастрофно-первинно-нерiвносильнi. Доведемо цей
факт, використовуючи парастрофно-первинно-рiвносильне рiвняння (35), методом при-
пущення.

Припустимо, що (29)≍ (31). Оскiльки (31)≍ (35) за побудовою, то й рiвняння
(29)≍ (35). Це означає як наслiдок з леми2., що iснує вибiрка перестановок (𝜏, 𝜎1, 𝜎2, 𝜎3, 𝜎4)
вiд рiвняння (29) до рiвняння (35) така, що для довiльного квазiгрупового розв’язку
(𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4) рiвняння (29) вибiрка

(𝜎1𝑓1𝜏 ,
𝜎2𝑓2𝜏 ,

𝜎3𝑓3𝜏 ,
𝜎4𝑓4𝜏 ), (40)

є розв’язком рiвняння (35). Виберемо довiльнi попарно рiзнi квазiгрупи Штейнера, якi
можуть бути навiть iзоморфними. Тодi четвiрка цих квазiгруп (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4) , де 𝑓1 = 𝑓2 є
розв’язком рiвняння (29). Оскiльки квазiгрупа Штейнера за означенням є iдемпотентною
квазiгрупою, то всi парастрофи квазiгрупи Штейнера збiгаються з нею самою. Враху-
вавши цей факт, вибiрка з (40) має вигляд (𝑓1𝜏 , 𝑓2𝜏 , 𝑓3𝜏 , 𝑓4𝜏 ) i теж є розв’язком рiвняння
(35), тобто виконується така тотожнiсть 𝑓1𝜏 (𝑓3𝜏 (𝑥;𝑥); 𝑦) = 𝑓2𝜏 (𝑥; 𝑓4𝜏 (𝑦; 𝑦)) . Оскiльки опе-
рацiя iдемпотентна, то отриманi тотожностi рiвносильнi рiвностi 𝑓1𝜏 = 𝑓2𝜏 . Оскiльки у
вибранiй четвiрцi операцiй лише двi операцiї збiгаються, то {1𝜏, 2𝜏} = {1, 2} . Тому надалi
вважатимемо, що

{1𝜏, 2𝜏} = {1, 2}, {3𝜏, 4𝜏} = {3, 4}. (41)

Нехай оборотна операцiя 𝑓 є асиметричною, тобто всi її парастрофи попарно рiзнi, а ℎ —
довiльна iдемпотентна операцiя, тодi четвiрка (𝑓, 𝑓, ℎ, ℎ) є розв’язком рiвняння (29). Вра-
ховуючи спiввiдношення (41) вибiрка з (40) має вигляд (𝜎1𝑓, 𝜎2𝑓, 𝜎3ℎ, 𝜎4ℎ) i є розв’язком
рiвняння (35). Оскiльки всi парастрофи операцiї ℎ iдемпотентнi, то пiдставивши дану
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четвiрку в рiвняння (35), отримаємо рiвнiсть 𝜎1𝑓 = 𝜎2𝑓 . Оскiльки всi парастрофи опе-
рацiї 𝑓 попарно рiзнi, бо вона асиметрична, то 𝜎1 = 𝜎2 , тому далi розглянемо вибiрку
перестановок

(𝜏, 𝜎, 𝜎, 𝜎3, 𝜎4), (42)

для яких виконується (41).
Розглянемо адитивну групу кiльця 𝑍3 × 𝑍3 i 𝛼 автоморфiзм цiєї групи, який визна-

чений матрицею 𝐴 : 𝛼(�̄�) := �̄� ·𝐴 , де 𝐴 =

(︂
1 1
1 2

)︂
Оберненою до цiєї матрицi є матриця

𝐴−1 =

(︂
2 2
2 1

)︂
. Операцiї 𝑓1 , 𝑓2 та 𝑓 визначимо такими рiвностями:

𝑓1(�̄�; 𝑦) := �̄�𝐴 + 𝑦𝐴, 𝑓2(�̄�; 𝑦) := �̄� + 𝑦, (43)

𝑓(�̄�; 𝑦) := �̄�𝐴−1 + 𝑦𝐴−1. (44)

Оскiльки 𝑓(�̄�; �̄�) = �̄�𝐴−1 + �̄�𝐴−1 = �̄�(2𝐴−1) = �̄�𝐴 , то четвiрка (𝑓1, 𝑓2, 𝑓, 𝑓) є розв’язком
рiвняння (29). Згiдно з (40) та (42), розв’язком рiвняння (35) є вибiрка (𝜎𝑓1,

𝜎𝑓2,
𝜎3𝑓, 𝜎4𝑓) .

Згiдно з наслiдком 7. дана вибiрка є розв’язком рiвняння (35) тодi i тiльки тодi, коли
iснують пiдстановки 𝛾 , 𝛿 такi, що

𝜎𝑓1(�̄�; 𝑦) = 𝜎𝑓2(𝛾
−1(�̄�); 𝛿(𝑦)), 𝜎3𝑓(�̄�; �̄�) = 𝛾(�̄�), 𝜎4𝑓(𝑦; 𝑦) = 𝛿(𝑦). (45)

Оскiльки останнi двi рiвностi однаковi, тому розглянемо спiввiдношення

𝜏𝑓(�̄�; �̄�) = 𝜃(�̄�), (46)

для якого 𝜏 ∈ {𝜎3, 𝜎4} , 𝜃 ∈ {𝛾, 𝛿} .
Якщо 𝜏 ∈ {𝜄, 𝑠} , то 𝑓(�̄�; �̄�) = 𝜃(�̄�) , тодi з (44) випливає, що 𝜃�̄� = �̄�𝐴 .
Якщо 𝜏 ∈ {ℓ, 𝑠ℓ} , то ℓ𝑓(�̄�; �̄�) = 𝜃�̄� , тобто 𝑓(𝜃�̄�; �̄�) = �̄� . Скориставшись (44) маємо

𝜃(�̄�) · 𝐴−1 + �̄�𝐴−1 = �̄� . Звiдси знайдемо 𝜃(�̄�) :

𝜃�̄� + �̄� = �̄�𝐴, 𝜃�̄� = �̄�𝐴− �̄� = �̄�(𝐴− 𝐸).

Пiдставивши замiсть матриць їх значення, маємо

�̄�

(︂(︂
1 1
1 2

)︂
−
(︂

1 0
0 1

)︂)︂
= �̄�

(︂
0 1
1 1

)︂
.

I нарештi, якщо 𝜏 ∈ {ℓ, 𝑠ℓ} , то 𝑟𝑓(�̄�; �̄�) = 𝜃�̄� , тобто 𝑓(�̄�; 𝜃�̄�) = �̄� . Оскiльки операцiя 𝑓
комутативна, то дане рiвняння рiвносильне 𝑓(𝜃�̄�; �̄�) = �̄� , а цей випадок розглянуто вище.
Отже, (46) спричинює таку залежнiсть

𝜃(�̄�) =

{︂
�̄�𝐴 якщо 𝜏 ∈ {𝜄, 𝑠},
�̄�𝐵 якщо 𝜏 ̸∈ {𝜄, 𝑠},

де 𝐵 :=

(︂
0 1
1 1

)︂
i 𝐵−1 =

(︂
2 1
1 0

)︂
.

Для 𝜎3 i 𝜎4 розглянемо чотири можливих варiанти:

𝜎3 ∈ {𝜄, 𝑠} ∧ 𝜎4 ∈ {𝜄, 𝑠}; 𝜎3 ∈ {𝜄, 𝑠} ∧ 𝜎4 ̸∈ {𝜄, 𝑠};

𝜎3 ̸∈ {𝜄, 𝑠} ∧ 𝜎4 ∈ {𝜄, 𝑠}; 𝜎3 ̸∈ {𝜄, 𝑠} ∧ 𝜎4 ̸∈ {𝜄, 𝑠}.
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Застосувавши щойно доведене спiввiдношення до другої i третьої рiвностей iз (45), отри-
маємо

𝛾�̄� = �̄�𝐴 ∧ 𝛿�̄� = �̄�𝐴; 𝛾�̄� = �̄�𝐴 ∧ 𝛿�̄� = �̄�𝐵;

𝛾�̄� = �̄�𝐵 ∧ 𝛿�̄� = �̄�𝐴; 𝛾�̄� = �̄�𝐵 ∧ 𝛿�̄� = �̄�𝐵.

Тому для першої рiвностi iз (45) маємо чотири можливих випадки:

𝜎𝑓1(�̄�; 𝑦) = 𝜎𝑓2(�̄�𝐴
−1; 𝑦𝐴); 𝜎𝑓1(�̄�; 𝑦) = 𝜎𝑓2(�̄�𝐴

−1; 𝑦𝐵);

𝜎𝑓1(�̄�; 𝑦) = 𝜎𝑓2(�̄�𝐵
−1; 𝑦𝐴); 𝜎𝑓1(�̄�; 𝑦) = 𝜎𝑓2(�̄�𝐵

−1; 𝑦𝐵).
(47)

Розглянемо данi рiвностi для всiх можливих 𝜎 ∈ 𝑆3 . Точнiше розглянемо всi рiзнi пара-
строфи операцiй 𝑓1 та 𝑓2 .

Позаяк операцiї 𝑓1 i 𝑓2 комутативнi, тому кожна з них має три рiзнi парастрофи,
тобто сама операцiя, її лiве дiлення та її праве дiлення. Самi операцiї визначенi рiвностями
(43), а їх дiлення можна обчислити за такими формулами:

ℓ𝑓1(�̄�; 𝑦) = �̄�𝐴−1 − 𝑦, 𝑟𝑓1(�̄�; 𝑦) = −�̄� + 𝑦𝐴−1,

ℓ𝑓2(�̄�; 𝑦) = �̄�− 𝑦, 𝑟𝑓2(�̄�; 𝑦) = −�̄� + 𝑦.
(48)

Кожну iз цих чотирьох рiвностей розглянемо для кожного iз значень параметра
𝜎 ∈ {𝜄, ℓ, 𝑟} .

Якщо 𝜎 = 𝜄 , то iз (43), враховуючи (47) маємо:

�̄�𝐴 + 𝑦𝐴 = �̄�𝐴−1 + 𝑦𝐴; �̄�𝐴 + 𝑦𝐴 = �̄�𝐴−1 + 𝑦𝐵;

�̄�𝐴 + 𝑦𝐴 = �̄�𝐵−1 + 𝑦𝐴; �̄�𝐴 + 𝑦𝐴 = �̄�𝐵−1 + 𝑦𝐵.

Покладемо в усiх цих рiвностях 𝑦 = 0̄ , в результатi отримаємо 𝐴 = 𝐴−1 або 𝐴 = 𝐵−1 .
Обидвi рiвностi не виконуються, тому маємо протирiччя.

Якщо 𝜎 = ℓ , то з (48), враховуючи (47) маємо:

�̄�𝐴−1 − 𝑦 = �̄�𝐴−1 − 𝑦𝐴; �̄�𝐴−1 − 𝑦 = �̄�𝐴−1 − 𝑦𝐵;

�̄�𝐴−1 − 𝑦 = �̄�𝐵−1 − 𝑦𝐴; �̄�𝐴−1 − 𝑦 = �̄�𝐵−1 − 𝑦𝐵.

В усiх цих рiвностях при �̄� = 0̄ маємо 𝐴 = 𝐸 або 𝐵 = 𝐸 , тобто в кожному випадку
маємо протирiччя.

I нарештi, якщо 𝜎 = 𝑟 , то з (48) i (47) маємо:

−�̄� + 𝑦𝐴−1 = −�̄�𝐴−1 + 𝑦𝐴; −�̄� + 𝑦𝐴−1 = −�̄�𝐴−1 + 𝑦𝐵;

−�̄� + 𝑦𝐴−1 = −�̄�𝐵−1 + 𝑦𝐴; −�̄� + 𝑦𝐴−1 = −�̄�𝐵−1 + 𝑦𝐵.

При 𝑦 = 0̄ з усiх цих рiвностей отримуємо 𝐴 = 𝐸 або 𝐵 = 𝐸 . Знову отримали протирiччя.
Отриманi протирiччя показують, що припущення неправильне, тому рiвняння (29) i

(35) парастрофно-первинно-нерiвносильнi. А отже, парастрофно-первинно-нерiвносильними
є рiвняння (29) i (31).

Встановимо парастрофно-первинну нерiвносильнiсть мiж типами узагальнених рiв-
нянь теореми. Згiдно Леми 4., всi рiвняння типiв (6; 0; 0) i (2; 2; 2) попарно парастрофно-
первинно-нерiвносильнi мiж собою та мiж всiма iншими типами узагальнених рiвнянь. За-
лишається дослiдити парастрофно-первинну нерiвносильнiсть мiж типами рiвнянь (4; 2; 0)
i (3; 3; 0) . Як доведено вище, рiвнянь типу (3; 3; 0) та типу (4; 2; 0) є точно по шiсть, а
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саме (20)–(25) та (26)–(31). Довiльна 𝑇𝑆 -лупа є розв’язком кожного з рiвнянь (20)–(25),
але вона не є розв’язком жодного з рiвнянь (26)–(31), оскiльки в результатi отримуємо
одноелемнтну квазiгрупу в кожному з рiвнянь. Справдi, покажемо спочатку, що довiльна
𝑇𝑆 -лупа, нехай (𝑄; ·) , є розв’язком кожного з рiвнянь (20)–(25). Оскiльки всi парастрофи
довiльної 𝑇𝑆 -лупи збiгаються, то досить показати, що це означає, що четвiрка функцiй
(·, ·, ·, ·) є розв’язком кожного з рiвнянь (20)–(25). Це означає, що виконуються такi тото-
жностi:

𝑦2 = 𝑥 · (𝑥 · 𝑥2), 𝑥2 = 𝑥𝑦 · 𝑥𝑦, 𝑥2 = 𝑥(𝑦 · 𝑥𝑦),

𝑥𝑦 = 𝑥(𝑥 · 𝑥𝑦), 𝑦2 = 𝑥2𝑥2, 𝑥2 = 𝑦(𝑦 · 𝑥2).

Пiдставимо четвiрку функцiй (·, ·, ·, ·) в кожне з рiвнянь (26)–(31), в результатi отримаємо
виконання вiдповiдних тотожностей:

𝑥𝑦 = 𝑥2 · 𝑦2, 𝑥 · 𝑥2 = 𝑦 · 𝑦2, 𝑥 · 𝑦2 = 𝑦 · 𝑥2,

𝑥𝑦 = 𝑥𝑦 · 𝑥𝑦, 𝑥 · 𝑥𝑦 = 𝑥𝑦 · 𝑦, 𝑥𝑦2 = 𝑥 · 𝑥𝑦.

Згiдно з властивостями 𝑇𝑆 -лупи цi тотожностi можливi лише в одноелементних квазiгру-
пах, тому згiдно з лемою 2., четвiрка операцiй (·, ·, ·, ·) не є розв’язком жодного з рiвнянь
(26)–(31). Це доводить попарну парастрофно-первинну нерiвносильнiсть вiдповiдних пар
рiвнянь мiж типами (4; 2; 0) i (3; 3; 0) . 2

Наслiдок 8. Iснує точно вiсiм антиквадратичних узагальнених рiвняннь функцiйної
довжини 4 з точнiстю до парастрофно-первинної рiвносильностi, наприклад (26)–(33),
з них точно два рiвняння без квадратiв, наприклад (26), (27).

Доведення випливає з доведення теореми 5. i означення 4.. 2

Наслiдок 9. Iснує точно шiсть майже квадратичних узагальнених рiвняннь функцiй-
ної довжини 4 з точнiстю до парастрофно-первинної рiвносильностi, наприклад (20)–
(25), з них точно одне рiвняння без квадратiв, наприклад (20).

Доведення випливає з доведення теореми 5. i означення 3.. 2

Наслiдок 10. Iснує точно п’ять квадратичних узагальнених рiвнянь функцiйної дов-
жини 4 з точнiстю до парастрофно-первинної рiвносильностi, наприклад (6)–(10), з них
точно два рiвняння без квадратiв (6) та (8).

Доведення випливає з доведення теореми 5., доведення теореми 2. i означення квадрати-
чного рiвняння. 2

7. Класифiкацiя тотожностей
Тотожнiсть в класi квазiгруп можна визначити як квазiгрупове функцiйне рiвняння,

в якому всi функцiйнi змiннi попарно парастрофнi. Множина квазiгрупових тотожностей
замкнена вiдносно парастрофно-первинних перетворень. Довiльнi парастрофно-первинно
рiвносильнi квазiгруповi тотожностi є парастрофно-рiвносильними, але навпаки це не
так. Тому класифiкацiя узагальнених функцiйних рiвнянь з точнiстю до парастрофно-
первинної рiвносильностi спричинює деяку класифiкацiю тотожностей.
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Нехай 𝑃 — довiльне твердження в класi квазiгруп A . Твердження 𝜎𝑃 називається
𝜎 -парастрофом твердження 𝑃 , якщо його можна отримати з 𝑃 замiною кожного 𝜏 -
парастрофа на 𝜏𝜎−1 -парастроф. Клас всiх 𝜎 -парастрофiв квазiгруп з класу A називає-
ться 𝜎 -парастрофом 𝜎A класу A . Основний закон парастрофної симетрiї: “Твердження
𝑃 iстинне в класi квазiгруп A тодi i тiльки тодi, коли 𝜎𝑃 iстинне в 𝜎A ” [1]. Найчастiше
вiн використовується, коли твердження 𝑃 є тотожнiстю, а саме тотожнiсть 𝜔 = 𝜐 визна-
чає многовид квазiгруп A , тодi i тiльки тодi, коли 𝜎 -парастроф 𝜎(𝜔 = 𝜐) цiєї тотожностi
визначає многовид 𝜎A , де 𝜎 ∈ 𝑆3 .

Означення 8. Перехiд вiд тотожностi id до тотожностi 𝜎id називається парастро-
фним перетворенням (𝜎 -парастрофним перетворенням), якщо її можна отримати за-
мiною головної операцiї на її 𝜎−1 -парастроф.

Зауважимо, що тотожнiсть 𝜎(𝜔 = 𝜐) отримується з тотожностi 𝜔 = 𝜐 замiною до-

вiльного парастрофа (
𝜏·) на (

𝜏𝜎−1

· ) . Наприклад, 𝑠ℓ -парастрофом тотожностi 𝑥𝑦 · 𝑦 = 𝑥

є тотожнiсть (𝑥
𝑠𝑟· 𝑦)

𝑠𝑟· 𝑦 = 𝑥 , оскiльки (𝑠ℓ)−1 = 𝑠𝑟 . Отриману тотожнiсть запишемо у
виглядi (𝑥 𝑠(

𝑟·) 𝑦) 𝑠(
𝑟·) 𝑦 = 𝑥 . Але з означення 𝑠 -парастрофа випливає, що 𝑡1

𝑠· 𝑡2 = 𝑡2 · 𝑡1
для довiльних термiв 𝑡1 , 𝑡2 . Тому маємо рiвносильну їй тотожнiсть 𝑦

𝑟· (𝑦
𝑟· 𝑥) = 𝑥 . Ско-

риставшись означенням 𝑟 -парастрофа, маємо 𝑦 · 𝑥 = 𝑦
𝑟· 𝑥 . Знову застосуємо означення

𝑟 -парастрофа: 𝑥 = 𝑦 · 𝑦𝑥 . Отже, клас 𝑠ℓA є многовидом, який визначається тотожнiстю
𝑦 · 𝑦𝑥 = 𝑥 .

Зауважимо, що має мiсце такий наслiдок.

Наслiдок 11. Тотожнiсть 𝜏 (𝜎(𝜔 = 𝜐)) рiвносильна тотожностi 𝜏𝜎(𝜔 = 𝜐) , де 𝜎, 𝜏 ∈ 𝑆3 .

Двi тотожностi називаються:
— рiвносильними, якщо вони визначають один i той самий многовид;
— парастрофно-рiвносильними, якщо вони визначають парастрофнi многовиди.

Означення 9. Нехай 𝐹 — довiльна функцiйна змiнна, тодi 𝜄𝐹 , ℓ𝐹 , 𝑟𝐹 , 𝑠𝐹 , 𝑠ℓ𝐹 , 𝑠𝑟𝐹
називаємо парастрофами функцiйної змiнної 𝐹 i вони набувають значення вiдповiдного
парастрофа операцiї 𝑓 , якщо змiнна 𝐹 набуває значення 𝑓 .

Означення 10. Узагальненим парастрофом функцiйної змiнної 𝐹 назвемо функцiйну
змiнну 𝜎𝐹 , де 𝜎 — змiнна, яка набуває значення в множинi 𝑆3 .

Означення 11. Залежнi функцiйнi змiннi назвемо парастрофно-незалежними, якщо
вони незалежно набувають значень в множинi парастрофiв однiєї й тiєї ж змiнної.

Означення 12. Функцiйне рiвняння назвемо узагальненою тотожнiстю, якщо всi фун-
кцiйнi змiннi є попарно рiзними узагальненими парастрофами однiєї i тiєї ж функцiйної
змiнної.

Вiдповiдно до означення 12. та з теореми 3. випливає таке твердження.

Наслiдок 12. З точнiстю до парастрофно-первинної рiвносильностi iснує точно три
узагальненi тотожностi довжини 2

𝑥
𝜏· 𝑦 = 𝑥

𝜎· 𝑦, (49)
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𝑥
𝜈· 𝑥 = 𝑦

𝜋· 𝑦, (50)

𝑥
𝛿· 𝑥 = 𝑥

𝜌
· 𝑥, (51)

де 𝜏, 𝜎, 𝜈, 𝜋, 𝛿, 𝜌 ∈ 𝑆3 .

Розглянемо випадок, коли функцiйнi змiннi залежнi, а саме, коли вони є парастрофа-
ми однiєї i тiєї ж змiнної, наприклад 𝐹1 = 𝜏𝐹 , 𝐹2 = 𝜎𝐹 , де 𝜏𝜎 ∈ 𝑆3 . Узагальненi рiвняння
функцiйної довжини 2 на квазiгрупах, а саме (11), (12) та (13) у префiксному позначеннi
матимуть вигляд:

𝜏𝐹 (𝑥; 𝑦) = 𝜎𝐹 (𝑥; 𝑦), 𝜈𝐹 (𝑥;𝑥) = 𝜋𝐹 (𝑦; 𝑦), 𝛿𝐹 (𝑥;𝑥) = 𝜌𝐹 (𝑥;𝑥).

В основному користуємося iнфiксним позначенням для узагальнених тотожностей, тому цi
узагальненi тотожностi довжини 2 мають вигляд (49), (50), (51). Коли мова йде про фун-
кцiйнi рiвняння, то користуємося префiксним позначенням, наприклад як i в наведених
нижче теоремах.

Теорема 6. Розв’язком рiвняння (49) є многовид:
— всiх квазiгруп, якщо 𝜎 = 𝜏 ∈ 𝑆3 ;
— правосиметричних квазiгруп, якщо 𝜎−1𝜏 = ℓ ;
— лiвосиметричних квазiгруп, якщо 𝜎−1𝜏 = 𝑟 ;
— напiвсиметричних квазiгруп, якщо 𝜎−1𝜏 = 𝑠ℓ або 𝜎−1𝜏 = 𝑠𝑟 ;
— комутативних квазiгруп, якщо 𝜎−1𝜏 = 𝑠 .

Доведення.Нехай квазiгрупа (𝑄; 𝑓) є розв’язком рiвняння (49), тобто в (𝑄; 𝑓) виконується
тотожнiсть 𝜏𝑓 = 𝜎𝑓 . Дана тотожнiсть рiвносильна тотожностi 𝜎−1𝜏𝑓 = 𝑓 , яка означає, що
𝜎−1𝜏 належить групi парастрофних симетрiй операцiї 𝑓 : 𝜎−1𝜏 ∈ Ps(𝑓) .

Отже, розв’язками рiвняння (49) є квазiгрупи, група симетрiй яких мiстить пере-
становку 𝜎−1𝜏 . Клас всiх таких квазiгруп є многовид, група симетрiй якого дорiвнює
циклiчнiй групi, що породжена елементом 𝜎−1𝜏 . Оскiльки група 𝑆3 має п’ять циклiчних
пiдгруп: {𝜄} , {𝜄, 𝑠} , {𝜄, ℓ} , {𝜄, 𝑟} , {𝜄, 𝑠ℓ, 𝑠𝑟} , то й многовидiв також буде п’ять з умови
теореми. 2

Теорема 7. Розв’язком рiвняння (50) є многовид:
— середнiх луп, якщо 𝜈 = 𝜋 або 𝜈 = 𝑠𝜋 , де 𝜋 ∈ {𝜄, 𝑠} ;
— лiвих луп, якщо 𝜈 = 𝜋 або 𝜈 = 𝑠𝜋 , де 𝜋 ∈ {ℓ, 𝑠ℓ} ;
— правих луп, якщо 𝜈 = 𝜋 або 𝜈 = 𝑠𝜋 , де 𝜋 ∈ {𝑟, 𝑠𝑟} ;
— лiво-середнiх луп, якщо 𝜈 ̸= 𝜋 , де {𝜈, 𝜋} ∈ {{𝜄, ℓ}, {𝑠, 𝑠ℓ}, {𝜄, 𝑠ℓ}, {𝑠, ℓ}} ;
— право-середнiх луп, якщо 𝜈 ̸= 𝜋 , {𝜈, 𝜋} ∈ {{𝜄, 𝑟}, {𝑠, 𝑠𝑟}, {𝜄, 𝑠𝑟}, {𝑠, 𝑟}} ;
— лiво-правих луп, якщо 𝜈 ̸= 𝜋 , де {𝜈, 𝜋} ∈ {{ℓ, 𝑟}, {𝑠ℓ, 𝑠𝑟}, {𝑟, 𝑠ℓ}, {ℓ, 𝑠𝑟}} .

Доведення. Нехай квазiгрупа (𝑄; 𝑓) є розв’язком рiвняння (49), тобто в (𝑄; 𝑓) викону-
ється тотожнiсть 𝜈𝑓 = 𝜋𝑓 . Оскiльки на кожному мiсцi є шiсть можливих парастрофiв
функцiйних змiнних, то всього 36 пар функцiй можуть бути розв’язком рiвняння (49).
Дана тотожнiсть рiвносильна тотожностi 𝜋−1𝜈𝑓 = 𝑓 , де 𝜋−1𝜈 ∈ 𝑆3 . Якщо 𝜈 = 𝜋 , то
маємо парастрофнi многовиди одностороннiх луп. Таких пар функцiй буде 4, наприклад
для середнiх луп (𝜄, 𝜄) , (𝑠, 𝑠) або (𝜄, 𝑠) , (𝑠, 𝜄) та всього для одностороннiх луп буде 12.
Якщо 𝜈 ̸= 𝜋 , то маємо парастрофнi многовиди двостороннiх луп при вiдповiдних наборах
множин парастрофiв. Всього таких пар функцiй буде 24. 2
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Теорема 8. Розв’язком рiвняння (51) є многовид, який визначається тотожнiстю:
— всiх квазiгруп, якщо 𝛿 = 𝜌 ∈ 𝑆3 або якщо 𝛿 ̸= 𝜌 при 𝛿−1𝜌 = {𝜄, 𝑠} ;
— 𝑥2 · 𝑥 = 𝑥 , якщо 𝛿 ̸= 𝜌 при 𝛿−1𝜌 = ℓ або 𝛿−1𝜌 = 𝑠ℓ ;
— 𝑥 · 𝑥2 = 𝑥 , якщо 𝛿 ̸= 𝜌 при 𝛿−1𝜌 = 𝑟 або 𝛿−1𝜌 = 𝑠𝑟 ;

— (𝑥
𝑟· 𝑥) · 𝑥 = 𝑥 або 𝑥 · (𝑥

ℓ· 𝑥) = 𝑥 в iнших випадках.

Доведення.Нехай квазiгрупа (𝑄; 𝑓) є розв’язком рiвняння (51), тобто в (𝑄; 𝑓) виконується
тотожнiсть 𝛿𝑓 = 𝜌𝑓 . Оскiльки на кожному мiсцi можливих шiсть парастрофiв функцiйних
змiнних, то всього 36 пар функцiй можуть бути розв’язком рiвняння (51). Дана тотожнiсть
рiвносильна тотожностi 𝛿−1𝜌𝑓 = 𝑓 , де 𝛿−1𝜌 ∈ 𝑆3 , яка означає, що 𝛿−1𝜌 належить групi
парастрофних симетрiй операцiї 𝑓 : 𝛿−1𝜌 ∈ Ps(𝑓) .

Отже, розв’язками рiвняння (51) є квазiгрупи, група симетрiй яких мiстить пере-
становку 𝛿−1𝜌 . Класом всiх таких квазiгруп є многовид, група симетрiй якого дорiвнює
циклiчнiй групi, що породжена елементом 𝛿−1𝜌 . Оскiльки група 𝑆3 має п’ять циклiчних
пiдгруп: {𝜄} , {𝜄, 𝑠} , {𝜄, ℓ} , {𝜄, 𝑟} , {𝜄, 𝑠ℓ, 𝑠𝑟} , то многовидiв теж буде не бiльше п’яти.
Розглянемо всi випадки.

Якщо 𝛿 = 𝜌 ∈ 𝑆3 , то маємо многовид всiх квазiгруп. Якщо 𝛿 ̸= 𝜌 , то при 𝜌𝛿−1 = 𝑠
теж маємо многовид всiх квазiгруп. Якщо 𝜌𝛿−1 = ℓ або 𝜌𝛿−1 = 𝑠ℓ , то в першому випадку
(за означенням лiвого дiлення), а в другому випадку (за означенням комутуваняння та
означенням лiвого дiлення) маємо тотожнiсть 𝑥2 ·𝑥 = 𝑥 . Якщо 𝜌𝛿−1 = 𝑟 або 𝜌𝛿−1 = 𝑠𝑟 , то
в першому випадку (за означнням правого дiлення), а в другому випадку (за означеннями
комутування та правого дiлення) маємо тотожнiсть 𝑥 · 𝑥2 = 𝑥 . 2

Теорема 9. Клас многовидiв квазiгруп, який визначається узагальненою тотожнiстю
(49) з точнiстю до парастрофної рiвносильностi має три рiзних пучки многовидiв:
— клас всiх квазiгруп, якщо 𝜏 = 𝜎 ∈ 𝑆3;
— клас напiвсиметричних квазiгруп, якщо

{𝜏, 𝜎} ∈ {{𝜄, 𝑠ℓ}; {𝜄, 𝑠𝑟}; {𝑠ℓ, 𝑠𝑟}; {𝑠, ℓ}; {𝑠, 𝑟}; {ℓ, 𝑟}};

— клас односторонньо-симетричних квазiгруп в iнших випадках.

Доведення. Покажемо, що узагальнена тотожнiсть (49) парастрофно-рiвносильна точно
однiй iз тотожностей односторонньо-симетричних квазiгруп, напiвсиметричних квазiгруп
та тотожностi всiх квазiгруп. Iнакше кажучи, при будь-яких значеннях параметрiв 𝜏, 𝜎
iз 𝑆3 тотожнiсть (49) визначає многовид, який парастрофний одному iз многовидiв, що
визначенi тотожностями 𝑥𝑦 = 𝑦𝑥 , 𝑥𝑦·𝑥 = 𝑦 та тотожностi тривiальної квазiгрупи. До того
ж, зазначенi многовиди належать до рiзних пучкiв, тобто вони попарно не парастрофнi
мiж собою.

Оскiльки многовиди маємо визначити з точнiстю до парастрофностi, то замiну фун-
кцiйної змiнної (·) будемо робити не лише використовуючи первиннi тотожностi, а i замi-
нюватимемо її на довiльний парастроф.

Якщо 𝜏 = 𝜎 ∈ 𝑆3 в (49), то маємо клас тривiальних квазiгруп. Надалi розглянемо
випадок, коли 𝜏 ̸= 𝜎 . З теореми 6. випливає, що досить розглянути в однiй частинi тото-
жностi 𝜏 = 𝜄 , а в iншiй всi парастрофи. Якщо 𝜎 = 𝑠 маємо тотожнiсть 𝑥𝑦 = 𝑦𝑥 , яка за
означенням визначає клас односторонньо-симетричних квазiгруп.

Якщо 𝜏 = 𝜄 та 𝜎 = ℓ , то за означенням лiвого дiлення маємо тотожнiсть 𝑥𝑦 · 𝑦 = 𝑥 .
Згiдно з результатом Ш. Стейна, тотожностi 𝑥𝑦 ·𝑦 = 𝑥 i 𝑥𝑦 = 𝑦𝑥 визначають парастрофнi
многовиди, тому вони парастрофно-рiвносильнi.
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Якщо 𝜏 = 𝜄 та 𝜎 = 𝑟 , то за означенням правого дiлення маємо тотожнiсть 𝑥 ·𝑥𝑦 = 𝑦 .
Згiдно з результатом Ш. Стейна, тотожностi 𝑥·𝑥𝑦 = 𝑦 i 𝑥𝑦 = 𝑦𝑥 визначають парастрофнi
многовиди, тому вони парастрофно-рiвносильнi.

Якщо 𝜏 = 𝜄 та 𝜎 = 𝑠ℓ , то за означенням спочатку комутування, а потiм лiвого
дiлення маємо тотожнiсть 𝑥𝑦 · 𝑥 = 𝑦 , яка визначає клас напiвсиметричних квазiгруп.

Якщо 𝜏 = 𝜄 та 𝜎 = 𝑠𝑟 , то за означенням спочатку комутування, а потiм правого
дiлення маємо тотожнiсть 𝑥 · 𝑦𝑥 = 𝑦 , яка рiвносильна тотожностi 𝑥𝑦 · 𝑥 = 𝑦 .

Щоб отримати всi множини парастрофiв для тотожностей, якi визначають клас на-
пiвсиметричних квазiгруп, досить перейти в тотожностi до 𝜎−1 -парастрофа. Наприклад,
за основну множину вiзьмемо {𝜄, 𝑠ℓ} , тодi обчислимо множини для всiх парастрофiв. Для
𝜄 маємо цю ж саму множину. Для 𝑠 -парастрофа — {𝜄, 𝑠ℓ}𝑠−1 = {𝜄, 𝑠ℓ}𝑠 = {𝑠, 𝑠ℓ𝑠} = {𝑠, 𝑟} .
Для 𝑟 -парастрофа маємо {𝜄, 𝑠ℓ}𝑟−1 = {𝜄, 𝑠ℓ}𝑟 = {𝑟, 𝑠ℓ𝑟} = {𝑟, ℓ} . Для ℓ -парастрофа —
{𝜄, 𝑠ℓ}ℓ−1 = {𝜄, 𝑠ℓ}ℓ = {ℓ, 𝑠ℓℓ} = {ℓ, 𝑠} . Для 𝑠ℓ -парастрофа маємо:

{𝜄, 𝑠ℓ}(𝑠ℓ)−1 = {𝜄, 𝑠ℓ}𝑠𝑟 = {𝑠𝑟, 𝑠ℓ𝑠𝑟} = {𝑠𝑟, 𝜄}.

Для 𝑠𝑟 -парастрофа маємо {𝜄, 𝑠ℓ}(𝑠𝑟)−1 = {𝜄, 𝑠ℓ}𝑠ℓ = {𝑠ℓ, 𝑠ℓ𝑠ℓ} = {𝑠ℓ, 𝑠𝑟} .
Для всiх iнших множин парастрофiв отримуємо тотожностi, якi визначають клас

односторонньо-симетричних квазiгруп.
Оскiльки група симетрiй многовида одностороньо-симетричних квазiгруп складається

з трьох елементiв, а група симетрiї напiвсиметричних квазiгруп з одного елемента, тому
цi класи парастрофно-нерiвносильнi. 2

Теорема 10. Клас многовидiв квазiгруп, який визначається узагальненою тотожнiстю
(50) з точнiстю до парастрофної рiвносильностi має два рiзних пучки многовидiв:
— клас одностороннiх луп, якщо 𝜈 = 𝜋 або 𝜈 = 𝑠𝜋 , де 𝜋 ∈ 𝑆3 ;
— клас двостороннiх луп в iнших випадках.

Доведення. При описаннi тотожностей (50), користуємося первинними тотожнотями (1).
Згiдно з наслiдком 11. та означенням 8., досить розглядати тотожностi з (50), якi мають

вигляд 𝑥
𝜋−1𝜈· 𝑥 = 𝑦2 . Звiдси при 𝜋−1𝜈 ∈ {𝜄, 𝑠} , отримуємо тотожнiсть, яка визначає клас

одностороннiх луп (див. табл. 1.3). При 𝜋−1𝜈 ∈ {ℓ, 𝑠ℓ} маємо тотожнiсть лiво-середньої
лупи. Якщо 𝜋−1𝜈 ∈ {𝑟, 𝑠𝑟} , то отримуємо тотожнiсть право-середньої лупи, тобто яка
визначає клас двостороннiх луп (див. табл. 1.3).

Отже всього рiзних два пучки многовидiв. Справдi, нехай маємо квазiгрупу (Z5; ⋆) ,
яка визначена 𝑥 ⋆ 𝑦 := 2𝑥 + 3𝑦 . Вона задовольняє тотожнiсть одностороннiх луп, а са-
ме, тотожнiсть середньо-симетричних луп та не задовольняє жодну тотожнiсть з пучка
двостороннiх луп. Справдi, виберемо довiльну пару чисел, наприклад, (1; 2) , пiдстави-
мо в кожну тотожнiсть, яка визначає пучок двостороннiх луп, в результатi отримаємо
протирiччя. 2

Теорема 11. Клас многовидiв квазiгруп, який визначається узагальненою тотожнiстю
(51) з точнiстю до парастрофної рiвносильностi має два рiзних пучки парастрофних
многовидiв:
— клас всiх квазiгруп, якщо 𝛿 = 𝜌 ∈ 𝑆3 або якщо 𝛿 ̸= 𝜌 при 𝛿−1𝜌 = 𝑠 ;
— клас квазiгруп, який визначається тотожнiстю 𝑥2 · 𝑥 = 𝑥 в iнших випадках.

Доведення. Ця теорема випливає з теореми 8. тому, що многовид квазiгруп, який ви-
значається тотожнiстю 𝑥 · 𝑥2 = 𝑥 є 𝑠 -парастрофним многовидом до многовида, який
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визначається тотожнiстю 𝑥2 ·𝑥 = 𝑥 . За означенням цi многовиди належать одному пучку
многовидiв. 2

Пiдсумковим результатом класифiкацiї тотожностей довжини два з точнiстю до па-
растрофної рiвносильностi є така теорема.

Теорема 12. Будь-яка квазiгрупова тотожнiсть довжини 2 рiвносильна точно однiй iз
таких 14 тотожностей та парастрофно-рiвносильна точно однiй iз 6 тотожностей,
що мають рiзнi цифри:

1) 𝑥 = 𝑥, 2) 𝑥𝑦 · 𝑥 = 𝑦,
3) 𝑥𝑦 = 𝑦𝑥, 4) 𝑥2 = 𝑦2, 5) 𝑥2 · 𝑦 = 𝑦, 6) 𝑥2 · 𝑥 = 𝑥,

ℓ3) 𝑥 · 𝑥𝑦 = 𝑦, ℓ4) (𝑥
ℓ· 𝑥)𝑦 = 𝑦, 𝑠5) 𝑥 · 𝑦2 = 𝑥, 𝑠6) 𝑥 · 𝑥2 = 𝑥,

𝑟3) 𝑥𝑦 · 𝑦 = 𝑥, 𝑟4) 𝑥(𝑦
𝑟· 𝑦) = 𝑥, ℓ5) 𝑥(𝑦

ℓ· 𝑦) = 𝑥, ℓ6) 𝑥(𝑥
ℓ· 𝑥) = 𝑥.

Доведення. Ця теорема є узагальнюючим наслiдком з теорем 9., 10., 11.. Доведення рiвно-
сильностi та парастрофної рiвносильностi тотожностей довжини 2 очевидне.

Залишається встановити, що всi 6 пучкiв многовидiв рiзнi. Два пучки тотально-
симетричнi, а саме, клас всiх квазiгруп та клас напiвсиметричних квазiгруп. Вони оче-
видно рiзнi, оскiльки напiвсиметричнi квазiгрупи iснують. Чотири пучки односторонньо-
симетричнi, покажемо, що вони теж рiзнi. Для цього побудуємо табл., в якiй вкажемо
приклад, що вiдрiзняє один многовид вiд iншого.

𝑥2 = 𝑦2 𝑥2 · 𝑦 = 𝑦 𝑥2 · 𝑥 = 𝑥

𝑥𝑦 = 𝑦𝑥 𝑆3 : 𝑥 ∘ 𝑦 := 𝑥𝑦 𝑆3 : 𝑥 ∘ 𝑦 := 𝑦𝑥−1 Z7 : 𝑥 ∘ 𝑦 := 3𝑥+ 5𝑦

𝑥2 = 𝑦2 × Z5 : 𝑥 ∘ 𝑦 := 2𝑥+ 3𝑦 Z5 : 𝑥 ∘ 𝑦 := 3𝑥+ 3𝑦

𝑥2 · 𝑦 = 𝑦 × × Z5 : 𝑥 · 𝑦 := 3𝑥+ 3𝑦

В групi 𝑆3 виконуються тотожностi 𝑥2 = 𝑦2 та 𝑥2 · 𝑦 = 𝑦 . Справдi

(𝑥 ∘ 𝑥) ∘ 𝑦 = 𝑦(𝑥 ∘ 𝑥)−1 = 𝑦(𝑥 · 𝑥−1)−1 = 𝑦.

Оскiльки 𝑆3 не комутативна, то жодна тотожнiсть 𝑥𝑦 = 𝑦𝑥 , 𝑥𝑦 · 𝑦 = 𝑦 , 𝑥 · 𝑥𝑦 = 𝑦 не ви-
конується. Це означає, що пучки класiв комутативних квазiгруп та класiв одностороннiх,
двостороннiх луп рiзнi.

Аналогiчно доводиться, що тотожнiсть 𝑥2 · 𝑥 = 𝑥 виконується в квазiгрупi, яка ви-
значена 𝑥 ∘ 𝑦 := 3𝑥 + 5𝑦 над Z7 , а жодна тотожнiсть комутативностi, симетрiї злiва та
симетрiї справа, не виконується. I так для всiх квазiгруп, якi наведенi в цiй табл.

Наприклад, тотожнiсть 𝑥2 · 𝑥 = 𝑥 виконується в квазiгрупi, яка визначена
𝑥∘𝑦 := 3𝑥+3𝑦 над Z7 , вона iдемпотентна, а тому не має нi лiвого, нi правого, нi середнього
елементiв, а також iдемпотентнi всi її парастрофи. А жодна тотожнiсть для одностороннiх
та двостороннiх луп не виконується в цiй квазiгрупi тому, що вони мають одностороннi
елементи. Це означає, що тотожностi з рiзних пучкiв парастрофно-нерiвносильнi, а самi
пучки многовидiв рiзнi.

Отже, всi 14 многовидiв квазiгруп, якi визначються тотожностями довжини 2 рiзнi.
2

З цiєї теореми випливає такий наслiдок.

Наслiдок 13. Всi квазiгруповi узагальненi тотожностi довжини 2 визначають 14 рi-
зних многовидiв, якi розподiленi в 6 пучкiв за законом парастрофної симетрiї. Серед
яких: напiвсиметричних та асиметричних пучкiв немає; 2 — тотально-симетричних:
1) , 2) ; 4 — односторонньо-симетричних: 3) , 4) , 5) , 6) .
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Зауважимо, що будь-яка тотожнiсть довжини 2 визначає з точнiстю до парастрофно-
первинної рiвносильностi точно один iз таких пучкiв многовидiв: 1) пучок всiх квазiгруп;
2) напiвсиметричних квазiгруп; 3) комутативних квазiгруп; 4) одностороннiх луп; 5)
двостороннiх луп; 6) пучок квазiгруп, якi визначаються тотожнiстю 𝑥2 · 𝑥 = 𝑥 .

Теорема 13. Будь-яка квазiгрупова тотожнiсть довжини 3 рiвносильна точно однiй iз
таких 74 тотожностей та парастрофно-рiвносильна точно однiй iз 20 тотожностей,
що мають рiзнi цифри:

1) 𝑥 = 𝑦 2) 𝑥2 = 𝑥 3) 𝑥2 = 𝑥 ∧ 𝑦𝑥 · 𝑦 = 𝑥
4) 𝑥2 = 𝑥 ∧ 𝑥𝑦 = 𝑦𝑥, ℓ4) 𝑥2 = 𝑥 ∧ 𝑥 · 𝑥𝑦 = 𝑦, 𝑟4) 𝑥2 = 𝑥 ∧ 𝑥𝑦 · 𝑦 = 𝑥,
5) 𝑥 · 𝑥𝑦 = 𝑦𝑥, 𝑠5) 𝑦𝑥 · 𝑥 = 𝑥𝑦, ℓ5) 𝑥(𝑦 · 𝑦𝑥) = 𝑦𝑥,

𝑟5) (𝑥 · 𝑥𝑦)𝑦 = 𝑥, 𝑠ℓ5) 𝑦(𝑦𝑥 · 𝑥) = 𝑥, 𝑠𝑟5) (𝑥𝑦 · 𝑦)𝑥 = 𝑥𝑦,
6) 𝑥𝑦 · 𝑥 = 𝑦 · 𝑥𝑦, ℓ6) 𝑦(𝑥 · 𝑦𝑥) = 𝑥, 𝑟6) (𝑥𝑦 · 𝑥)𝑦 = 𝑥,
7) 𝑦𝑥 · 𝑥𝑦 = 𝑥, ℓ7) 𝑦(𝑥𝑦 · 𝑥) = 𝑥, 𝑟7) (𝑥 · 𝑦𝑥)𝑦 = 𝑥,

8) 𝑥(𝑥 · 𝑥𝑦) = 𝑦, 𝑠8) (𝑦𝑥 · 𝑥)𝑥 = 𝑦, ℓ8) 𝑥(𝑦𝑥
ℓ· 𝑦) = 𝑦𝑥,

9) 𝑦(𝑥 · 𝑥𝑦) = 𝑥, 𝑠9) (𝑦𝑥 · 𝑥)𝑦 = 𝑥, ℓ9) 𝑥(𝑦𝑥 · 𝑦) = 𝑦𝑥,
𝑟9) (𝑥 · 𝑥𝑦)𝑥 = 𝑦, 𝑠ℓ9) (𝑥𝑦 · 𝑥)𝑥 = 𝑦, 𝑠𝑟9) (𝑥 · 𝑦𝑥)𝑦 = 𝑦𝑥,
10) 𝑥2 · 𝑥𝑦 = 𝑦, 𝑠10) 𝑦𝑥 · 𝑥2 = 𝑦, ℓ10) 𝑥𝑦 · 𝑦𝑥 = 𝑦𝑥,

𝑟10) 𝑥 · (𝑥 𝑟· 𝑥)𝑦 = 𝑦, 𝑠ℓ10) 𝑥𝑦 · 𝑦𝑥 = 𝑥𝑦, 𝑠𝑟10) 𝑦(𝑥
ℓ· 𝑥) · 𝑥 = 𝑦,

11) 𝑥𝑦 · 𝑥2 = 𝑦, ℓ11) 𝑥(𝑦𝑥 · 𝑦) = 𝑦𝑥 · 𝑦, 𝑟11) 𝑥(𝑦 · 𝑥𝑦) = 𝑥,

12) 𝑦𝑥2 · 𝑦 = 𝑥, 𝑠12) 𝑦 · 𝑥2𝑦 = 𝑥, ℓ12) 𝑥𝑦 · (𝑥 ℓ· 𝑥) = 𝑦,
𝑟12) 𝑥(𝑦𝑥 · 𝑦) = 𝑥, 𝑠ℓ12) (𝑥

𝑟· 𝑥) · 𝑦𝑥 = 𝑦, 𝑠𝑟12) (𝑦 · 𝑥𝑦)𝑥 = 𝑥,

13) 𝑥𝑦2 · 𝑥 = 𝑥, 𝑠13) 𝑥 · 𝑦2𝑥 = 𝑥, ℓ13) 𝑥2(𝑦
ℓ· 𝑦) = 𝑥,

𝑟13) 𝑦 · 𝑥(𝑥 ℓ· 𝑥) = 𝑦, 𝑠ℓ13) (𝑦
𝑟· 𝑦)𝑥2 = 𝑥, 𝑠𝑟13) (𝑥

𝑟· 𝑥)𝑥 · 𝑦 = 𝑦,
14) 𝑥2𝑥 · 𝑦 = 𝑦, 𝑠14) 𝑦 · 𝑥𝑥2 = 𝑦, ℓ14) 𝑦2𝑥 · 𝑥 = 𝑥,

𝑟14) (𝑥
𝑟· 𝑥)(𝑦 ℓ· 𝑦) = 𝑥, 𝑠ℓ14) 𝑥 · 𝑥𝑦2 = 𝑥, 𝑠𝑟14) (𝑦

𝑟· 𝑦)(𝑥 ℓ· 𝑥) = 𝑥,

15) 𝑥𝑥2 · 𝑦 = 𝑦, 𝑠15) 𝑦 · 𝑥2𝑥 = 𝑦, ℓ15) 𝑦2(𝑥
ℓ· 𝑥) = 𝑥,

𝑟15) 𝑥 · 𝑥(𝑦 ℓ· 𝑦) = 𝑥, 𝑠ℓ15) (𝑥
𝑟· 𝑥)𝑦2 = 𝑥, 𝑠𝑟15) (𝑦

𝑟· 𝑦)𝑥 · 𝑥 = 𝑥,

16) 𝑥2 · 𝑥2 = 𝑥, ℓ16) 𝑥 · (𝑥 𝑟· 𝑥)𝑥 = 𝑥, 𝑟16) 𝑥(𝑥
ℓ· 𝑥) · 𝑥 = 𝑥,

17) 𝑥2𝑥 · 𝑥 = 𝑥, 𝑠17) 𝑥 · 𝑥𝑥2 = 𝑥, 𝑟17) (𝑥
𝑟· 𝑥)(𝑥 ℓ· 𝑥) = 𝑥,

18) 𝑥𝑥2 · 𝑥 = 𝑥, 𝑠18) 𝑥 · 𝑥2𝑥 = 𝑥, ℓ18) 𝑥2(𝑥
ℓ· 𝑥) = 𝑥,

𝑟18) 𝑥 · 𝑥(𝑥 ℓ· 𝑥) = 𝑥, 𝑠ℓ18) (𝑥
𝑟· 𝑥)𝑥2 = 𝑥, 𝑠𝑟18) (𝑥

𝑟· 𝑥)𝑥 · 𝑥 = 𝑥,
19) 𝑥𝑦 · 𝑦 = 𝑥 · 𝑥𝑦, 20) 𝑥𝑦 · 𝑦𝑥 = 𝑥.

Зауважимо, що тотожнiсть 1) визначає пучок тривiальних квазiгруп; 2) — пучок
iдемпотентних квазiгруп; 3) — пучок iдемпотентно-напiвсиметричних квазiгруп; 4) —
пучок iдемпотентно-комутативних квазiгруп; 10) — пучок IP-квазiгруп з оборотним еле-
ментом 𝑥2 ; 11) — пучок CIP-квазiгруп з оборотним елементом 𝑥2 ; 13) — пучок лiвих
луп з тотожнiстю 𝑥2𝑒 = 𝑥 ; 14) — пучок лiвих луп з тотожнiстю 𝑥2 · 𝑥 = 𝑒 ; 15) — пучок
лiвих луп з тотожнiстю 𝑥 · 𝑥2 = 𝑒 , де 𝑒 — нейтральний елемент лупи.

Тотожностi 5) , 𝑟5) , 𝑠𝑟5) , 6) , 𝑟6) , 7) , 𝑟7) , 𝑠8) , 𝑠9) , 𝑟9) , 𝑠ℓ9) , 19) , 20) знайшов
Т. Iванс [10], вивчаючи парастрофну ортогональнiсть. При описаннi мiнiмальних нетривi-
альних тотожностей, якi теж спричинюють ортогональнiсть парастрофiв, тотожностi 5) ,
6) , 7) , 8) , 9) , 19) , 20) отриманi В. Бiлоусовим [7]. Незалежно вiд нього, тотожностi 5) ,
6) , 𝑟6) , 7) , 𝑠8) , 𝑟9) , 19) , 20) видiлив Ф. Бенет [9]. Парастрофнi тотожностi 5), 𝑠5) , ℓ5) ,
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𝑟5) , 𝑠ℓ5) , 𝑠𝑟5) описанi Ш. Стейном [28]. Тотожнiсть 5) вiдома як I закон Стейна, 6) —
II закон Стейна, 7) — III закон Стейна, 19) — I закон Шредера, 20) — II закон Шре-
дера. Тотожнiсть 8) називатимемо I законом Бiлоусова, а тотожнiсть 9) — II законом
Бiлоусова.
Доведення теореми 13. є сумарним наслiдком результатiв з теорем 4–7 з [16] та твер-
джень 6–20 з [16]. В цих теоремах та твердженнях сумарно всього многовидiв отримано
75, два з них визначають один i той самий многовид iдемпотентних квазiгруп, тому до-
сить розглянути 74 многовиди. Всього рiзних тотожностей отримано 74. Оскiльки кожна
тотожнiсть визначає многовид, то покажемо, що всi цi 74 многовиди рiзнi. Вiднiмаючи
повторення маємо, що рiзних пучкiв многовидiв є 20. Тотожностi, отриманi з множини
узагальнених тотожностей, не можуть бути парастрофно-рiвносильними, якщо вiдповiд-
нi многовиди їх групи симетрiй мають рiзну потужнiсть. З наслiдку 6 з [16] випливає,
що досить показати, що многовиди вiдрiзняються в серединi кожного отриманого пучка.
Крiм того, покажемо рiзницю мiж многовидами, групи симетрiй яких мають однакову
потужнiсть.

Серед всiх пучкiв п’ять — є тотально-симетричними, бо згiдно з означенням всi
парастрофи визначають один i той самий многовид, а саме 1) — многовид тривiаль-
них квазiгруп, 2) — многовид iдемпотентних квазiгруп, 3) — многовид iдемпотентно-
напiвсиметричних квазiгруп та 19) , 20) — многовиди I та II законiв Шредера. Для кожної
пари многовидiв знайдено протирiччя, яке записано в такiй таблицi.

2) 3) 19) 20)

1) тривiал. тривiал. тривiал. тривiал.

2) × Z5 : 𝑥 ∘ 𝑦 := 2𝑥+ 4𝑦 Z5 : 𝑥 ∘ 𝑦 := 2𝑥+ 4𝑦 Z5 : 𝑥 ∘ 𝑦 := 2𝑥+ 4𝑦

3) × × Z19 : 𝑥 ∘ 𝑦 := 12𝑥+ 8𝑦 Z19 : 𝑥 ∘ 𝑦 := 12𝑥+ 8𝑦

19) × × × Iванс

Квазiгрупи, якi вiдрiзняють один многовид вiд iншого для обох законiв Шредера, тобто
для 19) i 20) , знайшов T. Iванс [10]. Оскiльки iдемпотентнi квазiгрупи, iдемпотентно-
напiвсиметричнi квазiгрупи iснують, то тривiальнi вiдрiзняються вiд iнших чотирьох.
Квазiгрупа, яка визначена вiдповiдною рiвнiстю в цiй таблицi над вiдповiдною групою,
наприклад Z5 є iдемпотентною, а тому задовольняє тотожнiсть iдемпотентностi та не
задовольняє жодного парастрофа кожної iз тотожностей I закону Шредера, II закону
Шредера, одноелементних квазiгруп та квазiгруп, якi визначаються системою тотожно-
стей 𝑥2 = 𝑥 ∧ 𝑦𝑥 · 𝑦 = 𝑥 . Квазiгрупа (Z19; ∘) , яка визначена так: 𝑥 ∘ 𝑦 := 12𝑥 + 8𝑦
задовольняє 𝑥2 = 𝑥 ∧ 𝑦𝑥 · 𝑦 = 𝑥 , а не задовольняє жодну парастрофну тотожнiсть до
тотожностей I закону Шредера, II закону Шредера та одноелементних квазiгруп. Це озна-
чає, що многовиди 1) , 2) , 3) , 19) , 20) , якi визначають тотально-симетричнi многовиди
попарно рiзнi.

Розглянемо односторонньо-симетричнi пучки многовидiв: 4) — многовид iдемпотентно-
комутативних квазiгруп; 6) — многовид II закону Стейна; 7) — многовид III закону
Стейна; 8) — многовид I закону Бiлоусова; 11) — многовид CIP-квазiгруп з оборотним
елементом 𝑥2 , який визначається тотожнiстю 𝑥 · (𝑦 · 𝑥2) = 𝑦 ; 16) — многовид квазiгруп,
який визначається тотожнiстю 𝑥2 · 𝑥2 = 𝑥 ; 17) — многовид квазiгруп, який визначається
тотожнiстю (𝑥2 · 𝑥)𝑥 = 𝑥 . Приклади квазiгруп, якi вiдрiзняють один многовид вiд всiх
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парастофiв iншого запишемо в таку таблицю:

6) 7) 8) 11) 16) 17)

4) Z7 : 4𝑥+ 4𝑦 Z5 : 2𝑥+ 3𝑦 Z7 : 𝑥+ 2𝑦 Z3 Z3 Z3

6) × Бiлоусов Z7 : 𝑥+ 2𝑦 Z3 Z3 Z3

7) × × Z7 : 𝑥+ 2𝑦 Z3 Z3 Z3

8) × × × Z7 : 𝑥+ 2𝑦 Z7 : 𝑥+ 2𝑦 Z7 : 𝑥+ 2𝑦

11) × × × × Z7 : 4𝑥+ 4𝑦 Z7 : 4𝑥+ 4𝑦

16) × × × × × Z7 : 4𝑥+ 5𝑦

Квазiгрупи, якi вiдрiзняють многовиди II та III законiв Стейна, тобто для 6) i 7) знайшов
В. Д. Бiлоусов [7]. Група Z3 задовольняє тотожностi 𝑥·(𝑦·𝑥2) = 𝑦 , 𝑥2·𝑥2 = 𝑥 , (𝑥2·𝑥)𝑥 = 𝑥 ,
якi визначають вiдповiдно многовиди 11) , 16) , 17) i не задовольняють жодної парастро-
фної тотожностi, якi визначають пучки 4) , 6) , 7) . Квазiгрупа (Z7; ∘) , яка визначена
рiвнiстю 𝑥 ∘ 𝑦 := 4𝑥 + 4𝑦 , задовольняє систему тотожностей 𝑥2 = 𝑥 ∧ 𝑥𝑦 = 𝑦𝑥 , та
тотожностi 𝑥2 · 𝑥2 = 𝑥 , (𝑥2 · 𝑥)𝑥 = 𝑥 , якi визначають вiдповiдно многовиди 4) , 16) ,
17) i не задовольняє жодної парастрофної тотожностi, якi визначають пучки 6) та 11) .
Квазiгрупа (Z7; ⋆) , де 𝑥 ⋆ 𝑦 := 𝑥 + 2𝑦 , задовольняє I закон Бiлоусова-Бенета, яка визна-
чає 8) i не задовольняє жодної парастрофної тотожностi, якi визначають пучки 4) , 6) ,
7) , 16) , 17) . Квазiгрупа (Z5; ∘) , де 𝑥 ∘ 𝑦 := 2𝑥 + 3𝑦 , задовольняє II закон Бiлоусова-
Бенета, яка визначає 4) i не задовольняє жодної парастрофної тотожностi iз пучка 7) .
Квазiгрупа (Z7; ∘) , де 𝑥 * 𝑦 := 4𝑥 + 5𝑦 , задовольняє (𝑥2 · 𝑥)𝑥 = 𝑥 , яка визначає 17) i не
задовольняє жодної парастрофної тотожностi iз пучка 16) . Цим самим доводиться, що
всi односторонньо-симетричнi многовиди попарно рiзнi.

Розглянемо асиметричнi пучки многовидiв: 5) — I закону Стейна; 9) — многовид II
закону Бiлоусова; 10) — многовид IP-квазiгруп з оборотним елементом 𝑥2 ; 12) — много-
вид, який визначається тотожнiстю (𝑦 · 𝑥2) · 𝑦 = 𝑥 ; 13) — пучок лiвих луп з тотожнiстю
𝑥2𝑒 = 𝑥 ; 14) — пучок лiвих луп з тотожнiстю 𝑥2 · 𝑥 = 𝑒 ; 15) — пучок лiвих луп з
тотожнiстю 𝑥 · 𝑥2 = 𝑒 , де 𝑒 — нейтральний елемент лупи; 18) — многовид квазiгруп,
який визначається тотожнiстю (𝑥 · 𝑥2)𝑥 = 𝑥 . Приклади квазiгруп, якi вiдрiзняють один
з многовидiв пучка вiд всiх парастрофiв многовиду iншого пучка, аналогiчно запишемо в
наступну таблицю:

9) 10) 12) 13) 14) 15) 18)

5) (Z7; ◇) Z7 : 5𝑥+𝑦 Z5 : 2𝑥+𝑦 (Z11; ∘) (Z7; ⋆) (Z7; *) (Z11; ∘)
9) × (Z7; ◇) (Z7; ◇) (Z11; ∘) (Z7; ⋆) (Z7; *) (Z11; ∘)
10) × × Z3 (Z11; ∘) Z7 : 5𝑥+𝑦 (Z7; *) (Z11; ∘)
12) × × × (Z11; ∘) (Z7; ⋆) (Z7; *) (Z11; ∘)
13) × × × × (Z11; ∘) (Z11; ∘) Z7 : 2𝑥+2𝑦

14) × × × × × (Z7; ⋆) (Z11; ∘)
15) × × × × × × (Z11; ∘)

де 𝑥 ∘ 𝑦 := 8𝑥 + 3𝑦 + 1 , 𝑥 * 𝑦 := 3𝑥 + 𝑦 , 𝑥 ⋆ 𝑦 := 2𝑥 + 𝑦 , 𝑥 ◇ 𝑦 := 6𝑥 + 2𝑦 . Квазiгрупа
(Z11; ∘) задовольняє тотожностi 𝑥𝑦2 ·𝑥 = 𝑥 i (𝑥2 ·𝑥)𝑥 = 𝑥 , якi визначають вiдповiдно мно-
говиди 13) i 18) , але не задовольняє жодної парастрофної тотожностi, якi визначають всi
iншi пучки цiєї таблицi. Мiж собою пучки многовидiв 13) i 18) теж рiзнi, бо квазiгрупа
(Z7; ∘) , де 𝑥 ∘ 𝑦 := 2𝑥 + 2𝑦 , задовольняє тотожнiсть (𝑥2 · 𝑥)𝑥 = 𝑥 i не задовольняє жодної
парастрофної тотожностi до тотожностi 𝑥𝑦2 ·𝑥 = 𝑥 . Квазiгрупа (Z7; ⋆) задовольняє тото-
жнiсть (𝑥2 · 𝑥)𝑦 = 𝑦 , яка визначає многовид 14) , але не задовольняє жодну парастофну
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тотожнiсть, яка визначає пучки 5) , 9) , 10) , 12) , 15) . Квазiгрупа (Z7; ⋆) задовольняє
тотожнiсть (𝑥 · 𝑥2)𝑦 = 𝑦 , яка визначає многовид 15) , але не задовольняє жодну парасто-
фну тотожнiсть, яка визначає пучки 5) , 9) , 10) , 12) . Квазiгрупа (Z11; ◇) задовольняє
тотожнiсть II закону Бiлоусова-Бенета 𝑦(𝑥 · 𝑥𝑦) = 𝑥 , яка визначає многовид 9) , але
не задовольняє жодну парастофну тотожнiсть, яка визначає пучки 5) , 10) , 12) . Група
Z3 задовольняє тотожнiсть 𝑥2 · 𝑥𝑦 = 𝑦 i не задовольняє жодну парастрофну тотожнiсть з
(𝑦 ·𝑥2) ·𝑦 = 𝑥 . Квазiгрупа (Z7; ·) , де 𝑥 ·𝑦 := 5𝑥+𝑦 , задовольняє тотожнiсть 𝑥2 ·𝑥𝑦 = 𝑦 , яка
визначає многовид 10) , але не задовольняє жодну парастофну тотожнiсть, яка визначає
пучок 5) . Квазiгрупа (Z5; ∙) , де 𝑥∙𝑦 := 2𝑥+𝑦 задовольняє тотожнiсть (𝑦 ·𝑥2) ·𝑦 = 𝑥 , яка
визначає многовид 12) , але не задовольняє жодну парастофну тотожнiсть, яка визначає
пучок 5) . Цим самим доводиться, що всi асиметричнi многовиди попарно рiзнi.

Отже, всi 74 многовиди рiзнi. 2

Наслiдок 14. Всi квазiгруповi тотожностi довжини 3 визначають 74 рiзнi многовиди,
якi розподiленi в 20 пучкiв за законом парастрофної симетрiї. Серед яких: напiвсиметри-
чних пучкiв немає; тотально-симетричних п’ять: 1) , 2) , 3) , 19) , 20) ; асиметричних
вiсiм: 5) , 9) , 10) , 12) , 13) , 14) , 15) , 18) ; односторонньо-симетричних сiм: 4) , 6) ,
7) , 8) , 11) , 16) , 17) .

ВИСНОВКИ
У статтi вивчаються функцiйнi рiвняння, тотожностi та вiдповiднi многовиди, що ви-

значаються ними. Встановлено, що з точнiстю до парастрофно-первинної рiвносильностi
iснує точно 1, 3, 4, 19 узагальнених нетривiальних функцiйних рiвнянь без функцiйних i
предметних сталих функцiйної довжини 1, 2, 3 та 4 вiдповiдно; знайдено їх розв’язки на
бiнарних оборотних функцiях довiльної множини. За допомогою отриманого результату
дано двi класифiкацiї тотожностей довжини 2 i 3 на квазiгрупах з точнiстю до рiвносиль-
ностi та парастрофної рiвносильностi. Доведено, що тотожностi довжини 2 визначають 14
многовидiв, а тотожностi довжини 3 визначають 74 многовиди, якi розподiленi, згiдно з
парастрофною симетрiєю, в 6 та 20 пучкiв вiдповiдно.

Подальшою перспективою дослiдження є класифiкацiя всiх тотожностей довжини 4
на квазiгрупах з точнiстю до рiвносильностi та парастрофної рiвносильностi.
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CLASSIFICATION OF BINARY QUASIGROUP FUNCTIONAL EQUATIONS
OF THE LENGTH FOUR

SUMMARY
In this paper, the generalized functional equations of length four are classified. It is established
that up to parastrophically-primary equivalence the generalized non-trivial functional equations
without functional and individual constants of functional length one, two, three, four exist
exactly 1, 3, 4, 19 respectively; their solutions are found on binary invertible functions of an
arbitrary set. In addition, classifications of quasigroup identities of lengths 2 and 3 are given
and the corresponding varieties defined by them are described: examples of quasigroups that
distinguish one variety from another are found.
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КЛАССИФИКАЦИЯ БИНАРНЫХ КВАЗИГРУППОВЫХ
ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ДЛИНЫ ЧЕТЫРЕ

РЕЗЮМЕ
В этой статье классифицированы обобщенные функциональные уравнения длины четыре.
Установлено, что с точностью к парастрофно-первичной эквивалентности существует то-
чно 1, 3, 4, 19 обобщенных нетривиальных функциональных уравнений без функциональ-
ных и предметных сталых функциональной длины один, два, три, четыре соответственно;
найдены их решения на бинарных обратимых функциях произвольного множества. Кроме
этого, даны классификации квазигрупповых тождеств длины 2 и 3 и описаны соответству-
ющие многообразия, которые определяются ими: найдены примеры квазигрупп, которые
отличают одно многообразие от другого.

Ключевые слова: группа, квазигруппа, лупа, обратимая операция, парастроф, изо-
топ, тождество, функциональное уравнение, парастрофно-первичная эквивалентность.
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