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У данiй статтi зведено вивчення всiх узагальнених функцiйних рiвнянь вiд трьох фун-
кцiйних змiнних на тернарних квазiгрупах до дослiдження 38 таких рiвнянь з точнiстю
до парастрофно-первинної рiвносильностi.
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Вступ
Одним iз методiв вивчення розкладiв багатомiсних функцiй є дослiдження функцiй-

них рiвнянь. При вивченнi узагальнених функцiйних рiвнянь не беруть до уваги зале-
жнiсть мiж самими функцiями, адже вони мiж собою попарно рiзнi. Наслiдком класифi-
кацiї узагальнених функцiйних рiвнянь є опис тотожностей.

Дослiдження узагальнених функцiйних рiвнянь на двомiсних оборотних функцiях,
тобто на бiнарних квазiгрупах, здiйснено в багатьох працях, зокрема П. Каннаппаном [2],
Р. Коваль [6, 16], Г. Крайнiчук [8], А. Крапежем [9, 10], С. Крстичем [17], Ю. Мовсiся-
ном [11], Ф. Сохацьким [13, 12, 14] та iншими.

До цього часу класифiкацiю узагальнених функцiйних рiвнянь на тернарних квазi-
групах з точнiстю до парастрофно-первинної рiвносильностi частково було анонсовано
в тезах [3, 4, 19] та описано в статтi [15], де видiлено два класи тернарних функцiйних
рiвнянь довжини один та сiм класiв тернарних функцiйних рiвнянь довжини два.

Mетою даної статтi є дослiдження узагальнених тернарних квазiгрупових функцiй-
них рiвнянь довжини три з використанням методу класифiкацiї рiвнянь з точнiстю до
парастрофно-первинної рiвносильностi.

Завдання даного дослiдження — зведення усiх узагальнених тернарних квазiгрупових
функцiйних рiвнянь довжини три до найменш можливої кiлькостi функцiйних рiвнянь
парастрофно-первинними перетвореннями.

Дана стаття є продовженням вивчення функцiйних рiвнянь на тернарних квазiгрупах,
основним результатом якої є така теорема:

Теорема 1. З точнiстю до парастрофно-первинної рiвносильностi iснує не бiльше, як
38 узагальнених тернарних квазiгрупових функцiйних рiвнянь функцiйної довжини 3, якi
роздiленi на:

предметний тип (6, 2, 0, 0) — це рiвняння:

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑥), 𝑦, 𝑦) = 𝐹3(𝑥, 𝑥, 𝑥), (1)

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑥), 𝑥, 𝑥) = 𝐹3(𝑥, 𝑦, 𝑦), (2)

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑥), 𝑥, 𝑦) = 𝐹3(𝑥, 𝑥, 𝑦), (3)

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑦), 𝑥, 𝑥) = 𝐹3(𝑥, 𝑥, 𝑦); (4)
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предметний тип (5, 3, 0, 0) — це рiвняння:

𝐹1(𝐹2(𝑦, 𝑦, 𝑦), 𝑥, 𝑥) = 𝐹3(𝑥, 𝑥, 𝑥), (5)

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑥), 𝑥, 𝑦) = 𝐹3(𝑥, 𝑦, 𝑦), (6)

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑥), 𝑦, 𝑦) = 𝐹3(𝑥, 𝑥, 𝑦), (7)

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑦), 𝑥, 𝑥) = 𝐹3(𝑥, 𝑥, 𝑦), (8)

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑦), 𝑥, 𝑦) = 𝐹3(𝑥, 𝑥, 𝑦); (9)

предметний тип (4, 4, 0, 0) — це рiвняння:

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑥), 𝑥, 𝑦) = 𝐹3(𝑦, 𝑦, 𝑦), (10)

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑥), 𝑦, 𝑦) = 𝐹3(𝑥, 𝑦, 𝑦), (11)

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑦), 𝑥, 𝑦) = 𝐹3(𝑥, 𝑥, 𝑦), (12)

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑦), 𝑦, 𝑦) = 𝐹3(𝑥, 𝑥, 𝑦); (13)

предметний тип (4, 2, 2, 0) — це рiвняння:

𝐹1(𝐹2(𝑦, 𝑦, 𝑧), 𝑥, 𝑧) = 𝐹3(𝑥, 𝑥, 𝑥), (14)

𝐹1(𝐹2(𝑦, 𝑦, 𝑧), 𝑥, 𝑥) = 𝐹3(𝑥, 𝑥, 𝑧), (15)

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑥), 𝑦, 𝑦) = 𝐹3(𝑥, 𝑧, 𝑧), (16)

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑥), 𝑦, 𝑧) = 𝐹3(𝑥, 𝑦, 𝑧), (17)

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑦), 𝑥, 𝑧) = 𝐹3(𝑥, 𝑥, 𝑧), (18)

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑦), 𝑥, 𝑥) = 𝐹3(𝑥, 𝑧, 𝑧), (19)

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑦), 𝑥, 𝑧) = 𝐹3(𝑥, 𝑦, 𝑧), (20)

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑦), 𝑦, 𝑧) = 𝐹3(𝑥, 𝑥, 𝑧); (21)

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑦), 𝑧, 𝑧) = 𝐹3(𝑥, 𝑥, 𝑦); (22)

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑥, 𝑥) = 𝐹3(𝑥, 𝑦, 𝑧); (23)

предметний тип (3, 3, 2, 0) — це рiвняння:

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑥), 𝑦, 𝑦) = 𝐹3(𝑦, 𝑧, 𝑧), (24)

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑥), 𝑦, 𝑧) = 𝐹3(𝑦, 𝑦, 𝑧), (25)

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑥), 𝑧, 𝑧) = 𝐹3(𝑦, 𝑦, 𝑦), (26)

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑦), 𝑥, 𝑥) = 𝐹3(𝑦, 𝑧, 𝑧), (27)

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑦), 𝑧, 𝑧) = 𝐹3(𝑥, 𝑥, 𝑦), (28)

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑦), 𝑦, 𝑧) = 𝐹3(𝑥, 𝑥, 𝑧), (29)

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑦), 𝑦, 𝑧) = 𝐹3(𝑥, 𝑦, 𝑧), (30)

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑧), 𝑥, 𝑦) = 𝐹3(𝑦, 𝑦, 𝑧), (31)

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑥, 𝑦) = 𝐹3(𝑥, 𝑦, 𝑧), (32)

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑦), 𝑥, 𝑦) = 𝐹3(𝑥, 𝑧, 𝑧); (33)

предметний тип (8, 0, 0, 0) — це рiвняння:

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑥), 𝑥, 𝑥) = 𝐹3(𝑥, 𝑥, 𝑥). (34)
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предметний тип (2, 2, 2, 2) — це рiвняння:

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑦), 𝑥, 𝑧) = 𝐹3(𝑧, 𝑢, 𝑢), (35)

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑦), 𝑧, 𝑧) = 𝐹3(𝑥, 𝑢, 𝑢), (36)

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑦), 𝑧, 𝑢) = 𝐹3(𝑥, 𝑧, 𝑢), (37)

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑥, 𝑢) = 𝐹3(𝑦, 𝑧, 𝑢); (38)

Доведення даної теореми наведене нижче в статтi, яке складається з окремих пунктiв,
а саме класифiкацiя за предметними типами функцiйних рiвнянь.

1. Додатковi вiдомостi
Для кращого розумiння викладеного дослiдження нагадаємо основнi означення та

поняття.
Тернарною операцiєю 𝑓 визначеною на множинi 𝑄 називають зiставлення будь-якiй

впорядкованiй трiйцi (𝑞1, 𝑞2, 𝑞3) елементiв з 𝑄 точно одного елементу 𝑞 з множини 𝑄 .
Iншими словами, тернарна операцiя 𝑓 — це вiдображення з 𝑄3 в 𝑄 , яке записують
𝑓(𝑞1, 𝑞2, 𝑞3) = 𝑞 . Множину 𝑄 називають носiєм.

Алгебра (𝑄; 𝑓, (14)𝑓, (24)𝑓, (34)𝑓) є тернарною квазiгрупою [15], якщо виконуються такi
тотожностi:

𝑓((14)𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑦, 𝑧) = 𝑥, (14)𝑓(𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑦, 𝑧) = 𝑥,

𝑓(𝑥, (24)𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑧) = 𝑦, (24)𝑓(𝑥, 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑧) = 𝑦,

𝑓(𝑥, 𝑦, (34)𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)) = 𝑧, (34)𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)) = 𝑧.

⎫⎪⎬⎪⎭ (39)

Тотожностi (39) називають квазiгруповими гiпертотожностями.
Пiд парастрофом тернарної квазiгрупи розумiють перестановку 𝜎 координатних

появ предметних змiнних шляхом замiни кожної впорядкованої четвiрки (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑢) на
(𝑥𝜎(1), 𝑦𝜎(2), 𝑧𝜎(3), 𝑢𝜎(4)). Iнакше кажучи, iснує 24 операцiї для кожної тернарної оборотної
операцiї, якi визначають спiввiдношенням

𝜎𝑓(𝑥𝜎(1), 𝑦𝜎(2), 𝑧𝜎(3)) = 𝑢𝜎(4) ⇐⇒ 𝑓(𝑥1, 𝑦2, 𝑧3) = 𝑢4,

називають парастрофами тернарної квазiгрупи, а операцiю 𝜎𝑓 називають 𝜎-парастрофом
операцiї 𝑓 .

У цiй статтi дослiджуються функцiйнi рiвняння, якi розглядаються на довiльних мно-
жинах. А саме, нехай 𝑇1 та 𝑇2 терми, що мають функцiйнi та предметнi змiннi, i не мають
нi функцiйних, нi предметних сталих. Унiверсальну квантифiковану рiвнiсть 𝑇1 = 𝑇2 на-
зивають функцiйним рiвнянням (див.[1, 14]).

Кiлькiсть появ функцiйних змiнних у рiвняннi називають його функцiйною довжи-
ною [7, 15].

Функцiйне рiвняння називають узагальненим [5, 9, 18], якщо всi його функцiйнi змiннi
попарно рiзнi; квазiгруповим [5, 9, 12], якщо всi його розв’язки розглядаються на оборо-
тних операцiях; тривiальним [16], якщо воно має лише одну появу однiєї iз предметних
змiнних; тернарним [19], якщо кожна функцiйна змiнна є тернарною; чистим [13], якщо
воно не має нi функцiйних, нi предметних сталих.

У функцiйному рiвняннi можна здiйснити ряд рiвносильних перетворень, серед яких:

∙ замiна сторiн рiвняння (перетворення, при якому рiвняння 𝜐 = 𝜔 замiнюють на
𝜔 = 𝜐);
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∙ перейменування функцiйних змiнних;

∙ перейменування предметних змiнних.

Лексикографiчним розташуванням предметних змiнних назвемо розташування злiва
на право кожної нової предметної змiнної в лексикографiчному порядку.

Парастрофно-первинними перетвореннями рiвняння називають:

∙ Комутування, а саме:

– (12)-комутуванням, якщо робимо замiну терма 𝐹 (𝑡1, 𝑡2, 𝑡3) на терм (12)𝐹 (𝑡2, 𝑡1, 𝑡3);

– (13)-комутуванням, якщо робимо замiну терма 𝐹 (𝑡1, 𝑡2, 𝑡3) на терм (13)𝐹 (𝑡3, 𝑡2, 𝑡1);

– (23)-комутуванням, якщо робимо замiну терма 𝐹 (𝑡1, 𝑡2, 𝑡3) на терм (23)𝐹 (𝑡1, 𝑡3, 𝑡2).

∙ Перетворення за зовнiшнiм дiленням — це перехiд вiд рiвностi, яка має вигляд
𝐹1(𝑠1, 𝑠2, 𝑠3) = 𝐹2(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3) до однiєї iз трьох рiвностей:

(34)𝐹1(𝑠1, 𝑠2, 𝐹2(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3)) = 𝑠3;

(24)𝐹1(𝑠1, 𝐹2(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3), 𝑠3) = 𝑠2;

(14)𝐹1(𝐹2(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3), 𝑠2, 𝑠3) = 𝑠1.

Кожний з цих переходiв називають вiдповiдно: зовнiшнiм дiленням справа операцiї
𝐹1, зовнiшнiм середнiм дiленням 𝐹1 та зовнiшнiм дiленням злiва 𝐹1.

∙ Перетворення за внутрiшнiм дiленням за змiнною 𝑥 , а саме:

− правим дiленням, якщо робимо замiну пiдтерма 𝐹 (𝑥, 𝑡2, 𝑡3) на 𝑥 та водночас
здiйснимо замiну всiх iнших появ змiнної 𝑥 пiдтермом (34)𝐹 (𝑥, 𝑡2, 𝑡3), за умови,
що 𝑥 не має появ у пiдтермах 𝑡2 та 𝑡3;

− середнiм дiленням, якщо пiдтерм 𝐹 (𝑡1, 𝑥, 𝑡3) замiнюємо на 𝑥 i водночас на мiсце
усiх iнших появ змiнної 𝑥 пiдставляємо пiдтерм (24)𝐹 (𝑡1, 𝑥, 𝑡3), за умови, що 𝑥
не має появ у термах 𝑡1 та 𝑡3;

− лiвим дiленням, якщо пiдтерм 𝐹 (𝑡1, 𝑡2, 𝑥) замiстимо 𝑥 i водночас пiдставимо
пiдтерм (14)𝐹 (𝑡1, 𝑡2, 𝑥) на мiсце усiх iнших появ змiнної 𝑥, за умови, що 𝑥 не
має появ у термах 𝑡1 та 𝑡2.

Вищезгаданi парастрофно-первиннi перетворення тернарних функцiйних рiвнянь опису-
ють квазiгруповi гiпертотожностi (39).

Два функцiйнi рiвняння рiвносильнi, якщо вони мають однаковi розв’язки на кожному
носiєвi.

Означення 1. ([12, 16]) Два функцiйнi рiвняння називають парастрофно-первинно-
рiвносильними, якщо одне рiвняння може бути отримане з iншого за скiнченну кiль-
кiсть застосувань квазiгрупових гiпертотожностей (39) та рiвносильних перетворень:
замiни сторiн рiвняння, перейменування змiнних.
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2. Класифiкацiя рiвнянь функцiйної довжини три
У цiй частинi статтi дослiджено чистi узагальненi нетривiальнi функцiйнi рiвняння

вiд трьох функцiйних змiнних на тернарних квазiгрупах.
Визначальною функцiйною змiнною терму 𝐹 (𝑢1, . . . , 𝑢𝑛) назвемо функцiйний символ

𝐹 арностi 𝑛.

Твердження 1. Будь-яке узагальнене тернарне квазiгрупове функцiйне рiвняння фун-
кцiйної довжини три парастрофно-первинно-рiвносильне рiвнянню виду:

𝐹1(𝐹2(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3), 𝑡4, 𝑡5) = 𝐹3(𝑡6, 𝑡7, 𝑡8), (40)

де як кожна предметна змiнна 𝑡𝑖 , 𝑖 = 1, 8, так i кожна функцiйна змiнна 𝐹𝑗, 𝑗 = 1, 2, 3,
розташованi в лексикографiчному порядку.

Доведення. Нехай 𝜐 = 𝜔 — будь-яке узагальнене тернарне квазiгрупове функцiйне
рiвняння функцiйної довжини три. Оскiльки рiвняння має три функцiйних змiнних, по-
значимо їх 𝐹1, 𝐹2, 𝐹3 , то, враховуючи їх розташування лiвiше один до одного, можливi
такi випадки:
1) всi функцiйнi змiннi розташованi по одну сторону рiвняння;
2) двi функцiйнi змiннi є в однiй частинi рiвняння, а третя функцiйна змiнна — в iншiй
частинi рiвняння.

У першому випадку можливе таке розташування дужок,

𝐹1(𝐹2(𝐹3(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3), 𝑡4, 𝑡5), 𝑡6, 𝑡7) = 𝑡8, або 𝐹1(𝐹2(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3), 𝐹3(𝑡4, 𝑡5, 𝑡6), 𝑡7) = 𝑡8.

Обидва цих рiвняння парастрофно-первинно рiвносильнi рiвнянню, яке задовольняє умо-
ви другого пункту. А саме, перше рiвняння зовнiшнiм дiленням операцiї 𝐹1 та переста-
новкою частин рiвняння мiсцями, матиме вигляд 𝐹2(𝐹3(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3), 𝑡4, 𝑡5) = (14)𝐹1(𝑡8, 𝑡6, 𝑡7) .
Перейменуємо вiдповiдно функцiйнi та пердметнi змiннi, отримаємо (40). Друге рiвняння
зовнiшнiм дiленням операцiї 𝐹1 , а саме: (24)𝐹1(𝐹2(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3), 𝑡8, 𝑡7) = 𝐹3(𝑡4, 𝑡5, 𝑡6) . Аналогi-
чно перейменуємо послiдовно функцiйнi змiннi та предметнi змiннi, в результатi отрима-
ємо (40).

Функцiйна змiнна 𝐹2 розташована на першому мiсцi у лiвому термi. Якщо це не так,
то iз врахуванням комутування перейдемо до вiдповiдного парастрофа 𝐹1. Зауважимо,
що рiвняння має лише один власний пiдтерм, i 𝐹2 — є його визначальною змiнною. Пре-
дметнi змiннi в кожному термi чи пiдтермi, який має визначальну змiнну, розташованi в
лексикографiчному порядку. Якщо це не так, то здiйснимо лексикографiчне розташування
вiдповiдних предметних змiнних. 2

3. Предметнi типи квазiгрупових рiвнянь
Пригадаємо, що предметним типом [8] функцiйного рiвняння вiд 𝑛 предметних змiн-

них називають послiдовнiсть (𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛) , де 𝑎𝑖 — число появ його 𝑖 -тої предметної
змiнної розташованої в лексикографiчному порядку, а 𝑛 — число всiх рiзних предметних
змiнних.

Твердження 2. У будь-якому чистому тернарному квазiгрупововому рiвняннi функцiй-
ної довжини три, яке має однакову кiлькiсть появ двох i бiльше незалежних предметних
змiнних лiвiше буде розташована перша поява тiєї змiнної, число появ якої розташоване
лiвiше у предметному типi.
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Доведення випливає iз твердження1. та означень: предметного типу функцiйного рiв-
няння та лексикографiчного розташування предметних змiнних. Справдi, якщо це не так,
достатньо здiйснити лексикографiчне розташування вiдповiдних предметних змiнних та
комутування пiдтермiв. 2

Лема 1. Кожне чисте узагальнене нетривiальне тернарне функцiйне рiвняння довжи-
ни три належить точно до одного з семи предметних типiв: (8, 0, 0, 0), (6, 2, 0, 0),
(5, 3, 0, 0), (4, 4, 0, 0), (4, 2, 2, 0), (3, 3, 2, 0), (2, 2, 2, 2).

Доведення. Оскiльки всi функцiйнi змiннi у рiвняннi функцiйної довжини три є тернар-
ними, то кiлькiсть предметних змiнних дорiвнює 8, враховуючи їх повторення. Оскiльки
рiвняння квазiгрупове i нетривiальне, то кожна предметна змiнна повторюється щонай-
менше два рази, тому таке рiвняння має не бiльше нiж чотири рiзнi незалежнi предметнi
змiннi, тобто предметний тип (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) , де 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 > 1 i 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑 = 8 . Занумеруємо
предметнi змiннi так, що змiннi в лексикографiчному порядку мають незростаючу кiль-
кiсть своїх появ. Тому досить розглядати лише функцiйнi рiвняння iз змiнними 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑢
в яких 𝑥 має 𝑎 появ, 𝑦 — 𝑏 появ, 𝑧 — 𝑐 появ, a 𝑢 має 𝑑 появ, тобто лише рiвняння
типiв (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) , де 𝑎 > 𝑏 > 𝑐 > 𝑑 > 2 i 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑 = 8. Цi умови задовольняють лише
такi вибiрки:

∙ якщо рiвняння має одну незалежну предметну змiнну, то його предметний тип
(8, 0, 0, 0);

∙ якщо рiвняння з двома рiзними незалежними змiнними, то його предметний тип
такий: (6, 2, 0, 0), (5, 3, 0, 0), (4, 4, 0, 0);

∙ якщо рiвняння з трьома рiзними незалежними змiнними, то його предметний тип
може бути: (4, 2, 2, 0), (3, 3, 2, 0);

∙ якщо рiвняння з чотирма рiзними незалежними змiнними, то його предметний тип
лише: (2, 2, 2, 2). Отже, всього 7 рiзних предметних типiв тернарних функцiйних
рiвнянь. 2

Результати класифiкацiї обнародуванi в [4].

4. Класифiкацiя рiвнянь типу (8, 0, 0, 0)

Теорема 2. Кожне чисте узагальнене тернарне квазiгрупове функцiйне рiвняння пре-
дметного типу (8, 0, 0, 0) парастрофно-первинно-рiвносильне точно одному функцiйному
рiвнянню (34).

Доведення. З умови теореми випливає, що узагальнене тернарне функцiйне рiвняння
довжини три має одну незалежну предметну змiнну, а згiдно з лемою 1., його предметний
тип (8, 0, 0, 0) i предметна множина одноелементна. Оскiльки рiвняння має три функцiй-
них змiнних, то можливе таке їх розташування:

1. всi функцiйнi змiннi є в однiй частинi рiвняння;

2. двi функцiйнi змiннi розташованi в однiй частинi рiвняння, а одна функцiйна змiн-
на — в iншiй.
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У першому випадку можливе таке розташування дужок iз врахуванням комутування
та лексикографiчного розташування функцiйних змiнних:

𝐹1(𝐹2(𝐹3(𝑥, 𝑥, 𝑥)𝑥, 𝑥), 𝑥, 𝑥) = 𝑥, 𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑥), 𝐹3(𝑥, 𝑥, 𝑥), 𝑥) = 𝑥.

До першого рiвняння застосуємо зовнiшнє дiлення для операцiї (14)𝐹1 , в результатi отри-
маємо рiвняння, в якому в однiй частинi рiвняння одна функцiйна змiнна, в другiй частинi
рiвняння — двi. Згiдно з пунктом 1 та пунктом 3 твердження 1., отримаємо рiвняння, яке
парастрофно-первинно-рiвносильне рiвнянню (34). З другого рiвняння пiсля застосування
зовнiшнього середнього дiлення операцiї 𝐹1 отримаємо рiвняння (34), отже, цi рiвняння
мiж собою теж парастрофно-первинно-рiвносильнi.

Другий випадок описує рiвняння, якi згiдно твердження 1. парастрофно-первинно-
рiвносильнi рiвнянню (34). 2

5. Класифiкацiя рiвнянь типу (6, 2, 0, 0)

Лема 2. Кожне чисте узагальнене тернарне квазiгрупове функцiйне рiвняння предме-
тного типу (6, 2, 0, 0) парастрофно-первинно-рiвносильне принаймнi одному з чотирьох
рiвнянь: (1), (2), (3), (4).

Доведення. Будь-яке узагальнене тернарне функцiйне рiвняння предметного типу
(6, 2, 0, 0) згiдно з лемою 1. має двi незалежних предметних змiнних, перша з яких має
шiсть появ, а друга — двi появи. Вiдповiдно до лексикографiчного порядку розташуван-
ня предметних змiнних, нехай у рiвняннi шiсть появ предметної змiнної 𝑥 та двi появи
предметної змiнної 𝑦 . Згiдно з твердженням 1., кожне з цих рiвнянь має розташування
дужок у виглядi формули (40).

Не втрачаючи загальностi, припустимо, що всi появи предметної змiнної 𝑦 є у власно-
му пiдтермi, тобто власний пiдтерм має вигляд: 𝐹2(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) , де згiдно з комутуванням
та лексикографiчним порядком змiнних 𝑢1 = 𝑥 , 𝑢2 = 𝑢3 = 𝑦 , тобто отримали рiвняння:
𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑦), 𝑥, 𝑥) = 𝐹3(𝑥, 𝑥, 𝑥) , в якому скористаємося зовнiшнiм дiленням для операцiї
𝐹1 , отримаємо: (14)𝐹1(𝐹3(𝑥, 𝑥, 𝑥), 𝑥, 𝑥) = 𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑦) . В цьому рiвняннi перейменуємо фун-
кцiйнi змiннi: 𝐹1 := (14)𝐹1 , 𝐹2 := 𝐹3 , 𝐹3 := 𝐹2 , отримаємо рiвняння (2).

Нехай у власному пiдтермi предметна змiнна 𝑦 має одну появу, тодi з врахуванням
комутування та лексикографiчного порядку змiнних з формули (40) маємо:

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑦), 𝑥, 𝑦) = 𝐹3(𝑥, 𝑥, 𝑥), 𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑦), 𝑥, 𝑥) = 𝐹3(𝑥, 𝑥, 𝑦).

Як в попередньому випадку, до першого рiвняння застосуємо зовнiшнє дiлення операцiї
(14)𝐹1 та вiдповiдне перейменування функцiйних змiнних, в результатi отримаємо рiвнян-
ня (3). Друге рiвняння збiгається з (4)

Нехай предметна змiнна 𝑦 не має жодної появи у власному пiдтермi, тодi рiвнянь
згiдно з комутуванням та лексикографiчним порядком змiнних може бути три, якi збiга-
ються з (1), (2) та (3). 2

6. Класифiкацiя рiвнянь типу (5, 3, 0, 0)

Лема 3. Кожне чисте узагальнене тернарне квазiгрупове функцiйне рiвняння предме-
тного типу (5, 3, 0, 0) парастрофно-первинно-рiвносильне принаймнi одному з п’яти рiв-
нянь: (5), (6), (7), (8), (9).

Доведення. Будь-яке узагальнене тернарне функцiйне рiвняння предметного типу
(5, 3, 0, 0) згiдно з лемою 1. має двi незалежних предметних змiнних, перша з яких має
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п’ять появ, а друга — три появи. Вiдповiдно до лексикографiчного порядку розташуван-
ня предметних змiнних, нехай у рiвняннi п’ять появ предметної змiнної 𝑥 та три появи
предметної змiнної 𝑦 . Згiдно з твердженням 1., кожне з цих рiвнянь має розташування
дужок у виглядi формули (40).

Нехай всi три появи предметної змiнної 𝑦 є у власному пiдтермi, тодi маємо рiвнян-
ня (5).

Якщо двi появи предметної змiнної 𝑦 у власному пiдтермi, то предметна змiнна 𝑥
має появу у власному пiдтермi i розташована на першому мiсцi, згiдно лексикографiчного
порядку предметних змiнних та комутування, тобто маємо рiвняння:

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑦), 𝑥, 𝑦) = 𝐹3(𝑥, 𝑥, 𝑥), 𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑦), 𝑥, 𝑥) = 𝐹3(𝑥, 𝑥, 𝑦).

Друге рiвняння збiгається з (8). До першого рiвняння застосуємо зовнiшнє дiлення опе-
рацiї (14)𝐹1 та вiдповiдне перейменування функцiйних змiнних, в результатi отримаємо
рiвняння (6).

Якщо предметна змiнна 𝑦 має одну появу у власному пiдтермi, то згiдно з комутува-
нням та лексикографiчним порядком у формулi (40): 𝑢1 = 𝑢2 = 𝑥 , а 𝑢3 = 𝑦 . Якщо iнших
двi появи предметної змiнної 𝑦 злiва, то маємо рiвняння: 𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑦), 𝑦, 𝑦) = 𝐹3(𝑥, 𝑥, 𝑥) ,
для якого застосуємо зовнiшнє дiлення операцiї (14)𝐹1 та вiдповiдне перейменування фун-
кцiйних змiнних, в результатi отримаємо рiвняння (7). Якщо iнших двi появи предметної
змiнної 𝑦 справа, то маємо, враховуючи комутування та лексикографiчний порядок, рiв-
няння: 𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑦), 𝑥, 𝑥) = 𝐹3(𝑥, 𝑦, 𝑦) , для якого застосуємо зовнiшнє дiлення операцiї
(14)𝐹1 та вiдповiдне перейменування функцiйних змiнних, в результатi отримаємо рiвня-
ння (8). Якщо iнших двi появи предметної змiнної 𝑦 знаходяться по рiзнi сторони, то
рiвняння збiгається (9).

Якщо власний терм немає жодної появи предметної змiнної 𝑦 , тодi у формулi (40):
𝑢1 = 𝑢2 = 𝑢3 = 𝑥 , тодi можливих таких три рiвняння з врахуванням комутування та
лексикографiчного розташування змiнних: 𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑥), 𝑦, 𝑦) = 𝐹3(𝑥, 𝑥, 𝑦)

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑥), 𝑥, 𝑦) = 𝐹3(𝑥, 𝑦, 𝑦), 𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑥), 𝑥, 𝑥) = 𝐹3(𝑦, 𝑦, 𝑦).

Перше i друге рiвняння збiгається з рiвняннями (7) i (6) вiдповiдно. Третє рiвняння вiдпо-
вiдно до зовнiшнього дiлення операцiї (14)𝐹1 та вiдповiдного перейменування функцiйних
змiнних парастрофно-первинно рiвносильне рiвнянню (5). 2

7. Класифiкацiя рiвнянь типу (4, 4, 0, 0)

Лема 4. Кожне чисте узагальнене тернарне квазiгрупове функцiйне рiвняння предме-
тного типу (4, 4, 0, 0) парастрофно-первинно-рiвносильне принаймнi одному з чотирьох
рiвнянь: (10), (11), (12), (13).

Доведення. В будь-якому узагальненому тернарному функцiйному рiвняннi предметно-
го типу (4, 4, 0, 0) згiдно з лемою 1. є двi незалежних предметних змiнних, кожна з яких
має чотири появи. Нехай кожне з цих рiвнянь має вигляд формули (40) i чотири появи
предметної змiнної 𝑥 та чотири появи предметної змiнної 𝑦. Оскiльки узагальнене тер-
нарне функцiйне рiвняння предметного типу (4, 4, 0, 0) має однакову кiлькiсть появ двох
предметних змiнних 𝑥 та 𝑦, а тому згiдно твердження 2. предметна змiнна 𝑥 розташо-
вана у власному пiдтермi i стоїть на першому мiсцi згiдно з формулою (40). Якщо це не
так, то застосуємо комутування у власному пiдтермi, який набуде вигляду: 𝐹2(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3),
де 𝑢1 = 𝑥 , 𝑢2, 𝑢3 ∈ {𝑥, 𝑦} .
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Якщо 𝑢2 = 𝑢3 = 𝑥 , то отримуємо два рiвняння: (10) i (11).
Якщо 𝑢2 = 𝑢3 = 𝑦 , то можливо побудувати три рiвняння: (12) та

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑦), 𝑦, 𝑦) = 𝐹3(𝑥, 𝑥, 𝑥), 𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑦), 𝑥, 𝑥) = 𝐹3(𝑥, 𝑦, 𝑦).

Рiвняння (11) отримуємо з другого рiвняння пiсля застосування зовнiшнього дiлення злi-
ва операцiї 𝐹1 та перейменування вiдповiдних функцiйних змiнних. З останього рiвня-
ння пiсля застосування перейменування предметних змiнних вiдповiдно до циклу (𝑥𝑦)
та (13)-комутування у власному пiдтермi та термi з визначальною змiною 𝐹3 отримаємо
рiвняння (13).

Якщо 𝑢2 ̸= 𝑢3, то маємо три рiвняння: (13) i

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑦), 𝑥, 𝑥) = 𝐹3(𝑦, 𝑦, 𝑦), 𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑦), 𝑥, 𝑦) = 𝐹3(𝑥, 𝑦, 𝑦).

Застосуємо у першому з двох вищенаведених рiвнянь зовнiшнє дiлення злiва операцiї 𝐹1 ,
перейменування предметних змiнних вiдповiдно до циклу (𝑦𝑥) , перейменування вiдпо-
вiдних функцiйних змiнних та (13)-комутування у термi з визначальною змiнною 𝐹3 , як
результат, отримаємо рiвняння (11). Парастрофно-первинна рiвносильнiсть мiж другим
рiвнянням та рiвнянням (12) випливає iз застосування зовнiшнього дiлення злiва опера-
цiї 𝐹1 та перейменування вiдповiдних функцiйних змiнних у другому рiвняннi. 2

8. Класифiкацiя рiвнянь типу (4, 2, 2, 0)

Лема 5. Кожне чисте узагальнене тернарне квазiгрупове функцiйне рiвняння предме-
тного типу (4, 2, 2, 0) парастрофно-первинно-рiвносильне принаймнi одному з десяти
рiвнянь: (14) — (23).

Доведення. З умови теореми випливає, що узагальнене тернарне функцiйне рiвняння
довжини три має три незалежних предметних змiнних,одна з яких має чотири появи, а двi
iнших — по двi появи. Згiдно з лемою 1., його предметний тип (4, 2, 2, 0) , нехай у рiвняннi
чотири появи предметної змiнної 𝑥 та по двi появи предметних змiнних 𝑦 та 𝑧 . Згiдно з
твердженням 1., кожне з цих рiвнянь має розташування дужок у виглядi формули (40).

Розглянемо випадки коли власний пiдтерм не має 𝑥 , тодi предметна змiнна 𝑦 стоїть
на першому мiсцi згiдно твердження 2.. Якщо це не так, то застосуємо комутування у
власному пiдтермi. Предметна змiнна 𝑦 точно розташована у даному пiдтермi, адже рiв-
няння має по двi появи 𝑦 i 𝑧 , а змiнна 𝐹2 тернарна. Отже, власний пiдтерм має вигляд:
𝐹2(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3), де 𝑢1 = 𝑦 , 𝑢2, 𝑢3 ∈ {𝑦, 𝑧} .

Якщо 𝑢2 ̸= 𝑢3 , то маємо рiвняння (14) i (15). Якщо 𝑢2 = 𝑢3 , то маємо два рiвняння:

𝐹1(𝐹2(𝑦, 𝑧, 𝑧), 𝑥, 𝑦) = 𝐹3(𝑥, 𝑥, 𝑥), 𝐹1(𝐹2(𝑦, 𝑧, 𝑧), 𝑥, 𝑥) = 𝐹3(𝑥, 𝑥, 𝑦).

Пiсля взаємного перейменування 𝑦 i 𝑧 та (13)-комутування у власному пiдтермi iз пер-
шого рiвняння отримаємо рiвняння (14), а з другого — рiвняння (15).

Розглянемо випадки коли власний пiдтерм має лише одну змiнну 𝑥 , тодi вона знахо-
диться на першому мiсцi, згiдно лексикографiчного порядку. Отже, у власному пiдтермi
з формули (40): 𝑢1 = 𝑥 , 𝑢2, 𝑢3 ∈ {𝑦, 𝑧} .

Якщо 𝑢2 = 𝑢3 = 𝑦, то маємо три рiвняння: (18), (19) та

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑦), 𝑧, 𝑧) = 𝐹3(𝑥, 𝑥, 𝑥),

в якому взаємно перейменуємо змiннi 𝑦 та 𝑧 i зовнiшнiм дiленням операцiї (14)𝐹1 та
вiдповiдного перейменування функцiйних змiнних, отримаємо рiвняння, яке парастрофно-
первинно рiвносильне (16).

Тарасевич А.В., Крайнiчук Г.В. 91



ISSN 1817-2237. Вiсник ДонНУ. Сер. А: Природничi науки. - 2018.- № 1-2

Якщо 𝑢2 ̸= 𝑢3 , то маємо три рiвняння: (17), (23) та

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑥, 𝑦) = 𝐹3(𝑥, 𝑥, 𝑧),

в якому взаємно перейменуємо змiннi 𝑦 та 𝑧 i зовнiшнiм дiленням операцiї (14)𝐹1 та
вiдповiдного перейменування функцiйних змiнних, отримаємо рiвняння, яке парастрофно-
первинно рiвносильне (20).

Розглянемо випадки, коли власний пiдтерм має двi появи змiнної 𝑥 , тодi згiдно з ле-
ксикографiчним порядком у власному пiдтермi з формули (40): 𝑢1 = 𝑢2 = 𝑥 , 𝑢3 ∈ {𝑦, 𝑧} .
Якщо 𝑢3 = 𝑦 , то маємо п’ять рiвнянь: (20), (21), (22) та

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑦), 𝑥, 𝑥) = 𝐹3(𝑦, 𝑧, 𝑧), 𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑦), 𝑥, 𝑦) = 𝐹3(𝑥, 𝑧, 𝑧).

Перше рiвняння парастрофно-первинно рiвносильне рiвнянню (15), а друге – рiвнянню
(18) за зовнiшнiм дiленням операцiї (14)𝐹1 та вiдповiдного перейменування функцiйних
змiнних циклу (𝑦𝑧) .

Нарештi випадок, коли власний пiдтерм складається з однiєї предметної змiнної, а
саме змiнної 𝑥 , тобто 𝑢1 = 𝑢2 = 𝑢3 = 𝑥 , тодi маємо рiвняння (16),(17) та:

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑥), 𝑥, 𝑦) = 𝐹3(𝑦, 𝑧, 𝑧),

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑥), 𝑥, 𝑧) = 𝐹3(𝑦, 𝑦, 𝑧),

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑥), 𝑧, 𝑧) = 𝐹3(𝑥, 𝑦, 𝑦).

Друге рiвняння можна отримати з першого пiсля перейменування предметних змiнних
вiдповiдно до циклу (𝑦𝑧) та застосування (13)-комутування у термi з визначальною змiн-
ною 𝐹3 . Крiм того iз другого рiвняння отримуємо рiвняння (14), за умови застосування
зовнiшнього дiлення злiва операцiї 𝐹1 та перейменування вiдповiдних функцiйних змiн-
них. Третє рiвняння, парастрофно-первинно-рiвносильне рiвнянню (16), бо його отримує-
мо з рiвняння (16) пiсля взаємного перейменування предметних змiнних 𝑧 й 𝑦 . 2

9. Класифiкацiя рiвнянь типу (3, 3, 2, 0)

Лема 6. Кожне чисте узагальнене тернарне квазiгрупове функцiйне рiвняння предме-
тного типу (3, 3, 2, 0) парастрофно-первинно рiвносильне принаймнi одному з десяти
рiвнянь: (24) — (33).

Доведення. В будь-якому узагальненому тернарному функцiйному рiвняннi предметно-
го типу (3, 3, 2, 0) згiдно леми 1. є три незалежних предметних змiнних, першi двi з яких
мають по три появи, а третя – двi появи. Нехай кожне з цих рiвнянь має вигляд форму-
ли (40) i три появи предметної змiнної 𝑥 , три появи предметної змiнної 𝑦 та двi появи
предметної змiнної 𝑧 .

Оскiльки квадратична змiнна у рiвняннi одна, то розглянемо випадок, коли предметна
змiнна 𝑧 не має жодної появи у власному пiдтермi.

Згiдно твердження 2. достатньо розглянути випадки коли предметна змiнна 𝑥 роз-
ташована у власному пiдтермi, тодi нехай вона стоїть на першому мiсцi. Якщо це не
так, то застосуємо комутування у власному пiдтермi. Отже, власний пiдтерм має вигляд:
𝐹2(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3), де 𝑢1 = 𝑥 , 𝑢2, 𝑢3 ∈ {𝑥, 𝑦} .

Якщо 𝑢2 = 𝑢3 = 𝑦, то маємо п’ять рiвнянь: (27), (28), (29), (33) i

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑦), 𝑥, 𝑧) = 𝐹3(𝑥, 𝑦, 𝑧).
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До останього рiвняння застосувати взаємне перейменування предметних змiнних 𝑥 та 𝑦
разом з (12)-комутуванням у термi з визначальною змiнною 𝐹3 та (13)-комутуванням у
власному пiдтермi, як наслiдок, маємо рiвняння (30).

Якщо у власному пiдтермi предметних змiнних 𝑥 три появи, тобто 𝑢1 = 𝑢2 = 𝑢3 = 𝑥,
то маємо три рiвняння: (24), (25), (26).

Якщо у власному пiдтермi двi появи предметних змiнних 𝑥 , тобто 𝑢2 = 𝑥, 𝑢3 = 𝑦, то
маємо п’ять рiвнянь: рiвняння (30) та

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑦), 𝑥, 𝑦) = 𝐹3(𝑦, 𝑧, 𝑧);

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑦), 𝑥, 𝑧) = 𝐹3(𝑦, 𝑦, 𝑧);

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑦), 𝑦, 𝑦) = 𝐹3(𝑥, 𝑧, 𝑧);

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑦), 𝑧, 𝑧) = 𝐹3(𝑥, 𝑦, 𝑦).

Iз вищенаведеного першого рiвняння отримуємо рiвняння (33) пiсля перейменування пре-
дметних змiнних вiдповiдно до циклу (𝑥𝑦) та (13)-комутування у власному пiдтермi й
(23)-комутування у термi з визначальною змiнною 𝐹1 . Рiвняння (29) отримаємо з дру-
гого рiвняння, а третє рiвняння — з рiвнянням (27), пiсля перейменування предметних
змiнних вiдповiдно до циклу (𝑥𝑦) та (13)-комутування у власному пiдтермi. У четверто-
му рiвняннi застосуємо зовнiшнє дiлення злiва операцiї 𝐹1 , перейменування вiдповiдних
функцiйних змiнних, (13)-комутування у власному пiдтермi та термi з визначальною змiн-
ною 𝐹3 , отримаємо рiвняння (28).

Якщо у власному пiдтермi немає жодної появи предметної змiнної 𝑥 , то ним можуть
бути лише предментнi змiннi 𝑦 . Але при взаємному перейменуваннi предметних змiнних
за циклом (𝑥𝑦) , переходимо до випадку, коли у власному пiдтнрмi всi появи змiнної 𝑥 ,
тобто маємо рiвняння парастрофно-первинно рiвносильнi рiвнянням (24), (25), (26).

Розглянемо випадок, коли предметна змiнна 𝑧 має одну появу у власному пiдтермi,
тобто 𝑢2 = 𝑦, а 𝑢3 = 𝑧, то маємо рiвняння (32) i ще чотири:

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑥, 𝑥) = 𝐹3(𝑦, 𝑦, 𝑧);

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑥, 𝑧) = 𝐹3(𝑥, 𝑦, 𝑦);

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑦, 𝑦) = 𝐹3(𝑥, 𝑥, 𝑧);

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑦, 𝑧) = 𝐹3(𝑥, 𝑥, 𝑦).

З першого рiвняння отримуємо третє рiвняння пiсля перейменування предметних змiнних
вiдповiдно до циклу (𝑥𝑦) та (12)-комутування у власному пiдтермi. У третьому рiвнян-
нi послiдовно виконаємо такi перетворення: зовнiшнє дiлення злiва операцiї 𝐹1 , внутрi-
шнє лiве дiлення за змiнної 𝑧 , перейменування вiдповiдних функцiйних змiнних, (13)-
комутування у термах з визначальними змiнними 𝐹1 i 𝐹3 й (23)-комутування у термi
з визначальною змiнною 𝐹1 , отримаємо рiвняння (31). Пiсля перейменування предме-
тних змiнних вiдповiдно до циклу (𝑥𝑦) та (12)-комутування у власному пiдтермi й (23)-
комутування у термi з визначальною змiнною 𝐹3 друго рiвняння маємо четверте рiвняння.
Рiвняння (30) отримуємо з четвертого рiвняння пiсля застосування зовнiшнього дiлення
злiва операцiї 𝐹1 та перейменування вiдповiдних функцiйних змiнних.

Якщо 𝑢2 = 𝑥, а 𝑢3 = 𝑧, то маємо рiвняння (31) i ще три:

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑧), 𝑥, 𝑧) = 𝐹3(𝑦, 𝑦, 𝑦);

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑧), 𝑦, 𝑦) = 𝐹3(𝑥, 𝑦, 𝑧);

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑥, 𝑧), 𝑦, 𝑧) = 𝐹3(𝑥, 𝑦, 𝑦).
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Застосуємо до першого рiвняння зовнiшнє дiлення злiва операцiї 𝐹1 , перейменування вiд-
повiдних функцiйних змiнних та перейменування предметних змiнних вiдповiдно до циклу
(𝑥𝑦) , отримаємо рiвняння (25). Парастрофно-первинна рiвносильнiсть мiж другим рiвня-
нням та рiвнянням (31) очевидна пiсля застосування у другому рiвняннi внутрiшнього
лiвого дiлення за змiнної 𝑧 , перейменування вiдповiдних функцiйних змiнних та (13)-
комутування у термах з визначальними змiнними 𝐹1 i 𝐹3 й (23)-комутування у термi з
визначальною змiнною 𝐹1 . У третьому рiвняннi застосуємо зовнiшнє дiлення злiва опе-
рацiї 𝐹1 та перейменування вiдповiдних функцiйних змiнних, отримаємо рiвняння (29).

I нарештi останнiй випадок, коли квадратична змiнна має обидвi появи у власному
пiдтермi, тобто 𝑢2 = 𝑢3 = 𝑧, то маємо три рiвняння:

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑧, 𝑧), 𝑥, 𝑥) = 𝐹3(𝑦, 𝑦, 𝑦),

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑧, 𝑧), 𝑥, 𝑦) = 𝐹3(𝑥, 𝑦, 𝑦),

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑧, 𝑧), 𝑦, 𝑦) = 𝐹3(𝑥, 𝑥, 𝑦).

До першого рiвняння застосуємо зовнiшнє дiлення злiва операцiї 𝐹1 , перейменування
вiдповiдних функцiйних змiнних та предметних змiнних вiдповiдно до циклу (𝑥𝑦) , отри-
маємо рiвняння (24). Для доведення парастрофно-первинної рiвносильностi мiж другим
рiвнянням та рiвнянням (33) достатньо застосувати зовнiшнє дiленням злiва операцiї 𝐹1 й
перейменування вiдповiдних функцiйних змiнних у другому рiвняннi. Отримаємо рiвня-
ння (27) з третього рiвняння пiсля застосування зовнiшнього дiлення злiва операцiї 𝐹1 ,
перейменування вiдповiдних функцiйних змiнних, перейменування предметних змiнних
вiдповiдно до циклу (𝑦𝑥) та (13)-комутування у власному пiдтермi.

2

10. Класифiкацiя рiвнянь типу (2, 2, 2, 2)

Лема 7. Кожне чисте узагальнене тернарне квазiгрупове функцiйне рiвняння предме-
тного типу (2, 2, 2, 2) парастрофно-первинно рiвносильне принаймнi одному з чотирьох
рiвнянь: (35), (36), (37), (38).

Доведення. У будь-якому узагальненому тернарному функцiйному рiвняннi предметно-
го типу (2, 2, 2, 2) згiдно з лемою 1. є чотири незалежних предметних змiнних, кожна з
яких має по двi появи, тому таке рiвняння називають квадратичним [9, 16]. Нехай кожне
з цих рiвнянь має вигляд формули (40) та по двi появи кожної з предметних змiнних: 𝑥 ,
𝑦, 𝑧 та 𝑢 . Припускаємо, що безповторна предметна змiнна у власному пiдтермi розта-
шована на першому мiсцi, якщо це не так, то застосуємо комутування. Така предметна
змiнна завжди iснує, оскiльки рiвняння квадратичне, а змiнна 𝐹2 тернарна. Тодi згiдно з
твердженням 2. власний пiдтерм має вигляд: 𝐹2(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3), де 𝑢1 = 𝑥 , 𝑢2 = 𝑦 , 𝑢3 ∈ {𝑦, 𝑧} .

Якщо 𝑢3 = 𝑦 , то можливi три випадки: рiвняння (35), (36) та (37).
Якщо 𝑢3 = 𝑧 , то можливi два випадки: друга поява змiнної 𝑥 розташована злiва або

справа. Якщо друга поява змiнної 𝑥 розташована в лiвiй частинi, то маємо рiвняння (38)
та рiвняння

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑥, 𝑦) = 𝐹3(𝑧, 𝑢, 𝑢).

Застосуємо до останнього рiвняння зовнiшнє дiлення злiва операцiї 𝐹1 , перейменуван-
ня вiдповiдних функцiйних змiнних, перейменування предметних змiнних вiдповiдно до
циклiв (𝑧𝑥) та (𝑢𝑦) , (13)-комутування та (23)-комутування у термi з визначальною змiн-
ною 𝐹3 , отримаємо рiвняння (37). Якщо друга поява 𝑥 розташована у правiй частинi
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рiвняння, то маємо три рiвняння:

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑢, 𝑢) = 𝐹3(𝑥, 𝑦, 𝑧);

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑦, 𝑧) = 𝐹3(𝑥, 𝑢, 𝑢);

𝐹1(𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑦, 𝑢) = 𝐹3(𝑥, 𝑧, 𝑢).

Рiвняння (37) отримуємо з першого рiвняння пiсля застосування ряду послiдовних пере-
творень, а саме: внутрiшнього лiвого дiлення за змiнної 𝑧 , зовнiшнє дiлення справа опе-
рацiї 𝐹3 , перейменування вiдповiдних функцiйних змiнних, перейменування предметних
змiнних вiдповiдно до циклiв (𝑧𝑥) та (𝑦𝑢) , а також (23)-комутування та (12)-комутування
у термах з визначальними змiнними 𝐹1 й 𝐹3 . У другому рiвняннi застосуємо зовнiшнє
дiлення злiва операцiї 𝐹1 , перейменуємо вiдповiднi функцiйнi змiннi, перейменуємо пре-
дметнi змiннi вiдповiдно до циклу (𝑢𝑦) , а також здiйснемо (23)-комутування у термах з
визначальними змiнними 𝐹1 та 𝐹3 , отримаємо рiвняння (37). У третьому рiвняннi пере-
йменуємо предметнi змiннi вiдповiдно до циклу (𝑥𝑦) та застосуємо (23)-комутування у
власному пiдтермi, маємо рiвняння (38). 2

ВИСНОВКИ
На тернарних квазiгрупах з точнiстю до парастрофно-первинної рiвносильностi iснує

не бiльше, як 38 узагальнених тернарних рiвнянь функцiйної довжини 3.
Подальша перспектива даного дослiдження:

— знаходження розв’язкiв кожного з рiвнянь поданих в теоремi 1.;
— з’ясувати парастрофно-первинну нерiвносильнiсть мiж кожною парою таких рiвнянь;
— побудувати або знайти приклади трiйок квазiгруп, якi би задовольняли данi рiвняння;
— з’ясувати застосування отриманих функцiйних рiвнянь для класифiкацiї тотожностей.
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In this article, the study of all generalized equations from three functional variables on ternary
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О КЛАССИФИКАЦИИ ОБОБЩЕННЫХ ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ
УРАВНЕНИЙ ДЛИНЫ ТРИ НА ТЕРНАРНЫХ КВАЗИГРУППАХ

РЕЗЮМЕ
В данной статье сведено изучения всех обобщенных уравнений от трех функциональных
переменных на тернарных квазигруппах к исследованию 36 таких уравнений.
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